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Ce Prép@bac-Examen traite de l’enseignement obligatoire de la classe de 

Terminale S nouveaux programmes. 

La structure de chaque chapitre montre que le travail à effectuer pour se 

préparer à l’examen doit être progressif. 

L'utilisation de l’ouvrage pour obtenir « une solution toute faite » ne corres- 

pond pas à celle envisagée par l’auteur. Il s’agit d’un travail progressif dont 

l’objectif est d’acquérir sa propre autonomie dans les travaux de 

recherche. 

Vous trouverez donc, dans chaque chapitre, deux parties : 

LE COURS : e L'essentiel du cours, 

+ Fiches méthodes, 

+ Pièges à éviter, 

+ Gérer ses connaissances. 

L'EXAMEN : * Exercices d’application, 

* Exercices de synthèse, 

+ L'épreuve du bac. 
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CONSEILS 

€D Comment réagir devant un énoncé 

Prenez le temps de lire tout le sujet en vous efforçant de comprendre tous les mots 

utilisés et de cerner les notions abordées. 

Soulignez dans le texte les données importantes. 

Repérez les questions indépendantes et les calculs faisables immédiatement. 

Certaines questions nécessitent une recherche au brouillon mais 1l est exclu d’en 

faire une rédaction détaillée au brouillon. 

Recopiez au fur et à mesure. 

Si vous ne savez pas traiter une question, ne vous obstinez pas : vous risquez de 

perdre votre sang-froid et de commettre ensuite des erreurs « bêtes ». 

Continuez en supposant le résultat acquis. 

Sachez vous arrêter dès que les calculs deviennent trop importants. 

€D Comment améliorer la rédaction 

Écrivez proprement et clairement pour faciliter la correction et donner une bonne 

impression au correcteur. 

Rédigez correctement, avec les explications appropriées, sans discours inutile. 

Utilisez la bonne terminologie. 

Toute question dont l’énoncé commence par : « En déduire » doit avoir pour solu- 

tion une déduction et donc l’utilisation de résultats déjà prouvés. 

Vérifier que les résultats trouvés sont vraisemblables. 

Une calculatrice, même graphique, aide mais ne remplace en aucun cas la justifi- 

cation des résultats. 

BON COURAGE 



Nombres complexes 
LE COURS 1 

@ Définition 

Tout nombre complexe Z s’écrit de façon unique : 

Z=o+1b,.où acRebekRhetti="1 

a est appelé la partie réelle du complexe Z et notée Re(Z ); 

b est appelé la partie imaginaire du complexe Z et notée #m(Z ). 

© Egalité 

Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont la même partie 

réelle et la même partie imaginaire. 

Pour CM ER FINE 0 SX =0tEtL 7-0. 

€D Racines carrées d’un nombre réel négatif 
Soit a strictement négatif. Dans l’ensemble C des nombres complexes, l’équa- 

tion Z?= a, d’inconnue Z, admet deux solutions : 

i/lal et —ilal. 

@D Nombres complexes conjugués 

Le conjugué du nombre complexe Z=a+ib, (a;b)e RXR, est le nombre 

complexe a —1b noté Z. 

& Propriétés 

Z, Z, et Z, désignant des nombres complexes, nous avons : 

DNS LT LR Li Li XL CL) à 

(z)=2 OUR ZAI0E (2)-2 our Z, <0 
9 

Pourne Z et Z40, Z"=Z". (Z 



à 

@ Représentation géométrique 
des nombres complexes 

m Tout nombre complexe Z=a+ib, (a; b)e R?, peut être représenté, dans 

le plan muni d’un repère orthonormal (O; ü ; y ), par le point M(a ; b) défini 

ER 5 > 
par OM = au + by. 

M est l’image du nombre complexe Z équivaut à Z est l’affixe du point M. 

M(a ;b) 

axe réel 

axe imaginaire M'(a ; —b) 

Pour Z 40, Z=a+1b affixe du point M, Z =a-ib affixe du point M’, 

A =p=0M=|oM {z =,=0m'=|oM 
O=argZ (2x) _60=argZ (2r). 

—à 
s L’affixe du vecteur AB est Zh —-Z, , où Z, et Z, sont les affixes respecti- 

ves des points À et B. 

@ Module d’un nombre complexe 

a Définition 

Le module d’un nombre complexe Z d’image M est la distance OM. 

On note OM=|Z|. 

Pour Z=a+ib, (a,b)e RXR, |Z|= Wa?2+b2, 

Nous avons AB =}Z3-7Z, 
points À et B. 

, où Z\ et ZA sont les affixes respectives des 



NOMBRES COMPLEXES 

& Propriétés eo 

Z, Z, et Z,, désignant des nombres complexes, on a : D 

Aile zizi. 2x 2leIzuizAe ë 
1 1 Z:| 171 Lu 
L =] pour Z #0; A Ep AR ee — 

IZ|=1Z| et |Z|2=2Z. 
PouneZe, 70,177 1717 

@ Equation du second degré à coefficients réels 

Une équation du second degré à coefficients réels admet dans C : 

— une ou deux solutions réelles si, et seulement si A = 0. 

— deux solutions complexes conjuguées si, et seulement si À < 0. 

@€D Forme trigonométrique 
d’un nombre complexe non nul 

Z =p(cos8 +isine), avec Z|=p (pe ]0 ,+[) et argZ =8, 8 est une 
> — 

mesure de l’angle (4 , OM) (voir la figure du $ 5). 

& Propriétés 

Z;, Z, etZ désignant des complexes non nuls : 

arg(Z, XZ,) = arg(Z,) + arg(Z;) (27); argZ =-—argZ (2r); 

are( > )=-ureZ (27); arg( À) 22182 (27) ; 

) 
Z 

2 
are _ }= argZ,— argZ, (2n). 

Pourne Z, arg(Z'")=nargZ (2r). 
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€B Savoir utiliser les nombres complexes 

E Pour calculer une distance : 

H Pour calculer un angle : 

À, B et C étant trois points deux à deux distincts, 

Zc=Za — — 
une mesure de (AB, AC) est un argument du nombre complexe AA 

RC, \ 

E Pour caractériser des propriétés géométriques : 

@ alignement 

A, B, C sont alignés et A ZB 
(G: 

(Q) si, et seulement si : 

Lt) TT est réel. 

A(a) 

@ orthogonalité 

B(b) A+ZB et (AB) 1 (AC) 

si, et seulement si : 

c—a : me 
A(a) ae est imaginaire pur. 

C(G) 

M Pour caractériser des configurations courantes : 

B(b) C(c) 

C(c) A(a) A(a) B(b) 

ABC est un triangle isocèle ABC est un triangle équilatéral 

rectangle direct en A si, et seulement si : 

si, et seulement si : JC 

c—a=i(b-a) pour a #b. c-a=e*(b-a) pour a #b. 
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œ 

> 
A(a) le) 

ABCD est un parallélogramme Q 

B(b) si, et seulement si: b-a=c-d. mm 

— 

D(d) 
(@A(Fe)) 

€» Savoir effectuer certains calculs 

M Avec des nombres complexes écrits sous la forme x +iy (xe R,ye R) : 

e utiliser les règles de calculs dans € avec 12 = —1 : 

@ utiliser a +ib pour simplifier certains résultats. 

& Pour rechercher la forme trigonométrique du complexe a + ib, non nul : 

@ calculer le module r = /a?+b?; 

: a .b 
@ mettre ce module en facteur dans a +1b : a+ib=r|-+i- |; 

à 

© un argument de a +ib, noté 6, est alors le réel tel que : 

[) 
SI1S 

a ; 
COS == et _-snÛ= 

Î 

utiliser parfois a+ib=a-—ib pour déterminer plus facilement cos0 et sine, 

puis 6. 

Comment démontrer que : 

E un nombre complexe Z est réel ? 

Il faut et il suffit que l’une des propriétés suivantes soit vraie : 

e fm(Z)=0; 

eZ=-7 ë 

e Z=0 ou arg(Z)=0 (x); 

e le point M d’affixe Z appartient à l’axe des abscisses. 

E un nombre complexe Z est imaginaire pur ? 

Il faut et il suffit que l’une des propriétés suivantes soit vraie : 

e Re(Z)=0; 

eZ=-Z (ouZ+Z=0); 

L Oo = = en nu en ns ns nu On Où On on On on on ns mn us mn um L On = = = = N u Œu ue Œ ON ON ON ON ON ŒS ON OŒN ON ON EN ON RH HN HN HN NO nn mm 



pt À mo en ms mm ST 

0 Z=0 ou arg(Z)=5 (x): 

e@ le point M d’affixe Z appartient à l’axe des ordonnées. 

E un nombre complexe Z a pour module 1 ? 

Il faut et il suffit que l’une des propriétés suivantes soit vraie : 

e (Re(Z)) +(Fm(Z))°=1; 

0ZZ =] : 

e Le point M d’affixe Z appartient au cercle de centre O et de rayon 1 dans le plan 

muni du repère orthonormal (0 ; ü ; “ )e 

e Z s’écrit sous la forme cos8 +isin0 avec 8 réel. 

interprétations géométriques 

H Interprétation géométrique de Z et argZ pour Z= = pour a et b 

complexes. cn 
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Si M, A et B sont les points du plan complexe d’affixes respectives z, a et b, alors I 

pour z = dretz bond; | 

MA I 
+ on lle MB 

Z =-—— équivaut à : Ù 
D l 

| 

I 

I 

I 

I 

I 

Ï 

Ï 

Ù 

| 

l 

I 
] 

—> — 
arg(Z) = (MB, MA) (2x) 

B L'ensemble des points M d’affixe z tels que É réel est la droite (AB) privée 

du point B. _ 

& L'ensemble des points M d’affixe z tels que = imaginaire pur est le cercle de 

diamètre [AB] privé du point B. ” 

De + 

12) 
LL 
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PIÈGES À EÉVITER 

© Questions, affirmations. 

LE COURS =1 
Pour chacun des exercices suivants, dire si les affirmations a, b, 
c,.. sont vraies ou fausses ? 
Justifier la réponse avec précision. 

b> 1. Soit le nombre complexe Z =-2 +i, alors : 

a 7-0 b.1Z|= 5: 

b- 2. Soit le nombre complexe Z = cosr - icos S 

a. un argument de Z est + b.IZi=1; c. 3= cos + isinz. 

b- 3. L'équation Z ? + 1 =0 admet pour solutions dans C : 

a. Z,=i et Z,=-i; 

bizecr et Z=e 

CZ hinete 1-1 

D 4. Le complexe Z=Z,+iZ,, avec Z, et Z, complexes, admet pour 

conjugué : 

d 2-22 D 2-7 M7. CU ENS 

D 5. Pour Z=1+i/3 et Z’= ,alors |Z’| = 2 n 
1+1Z| 

b- 6. Pour Z = /3-i, alors Z5=-16Z. 

D 7. Pour Z=-3(sina-icosa), avec ae R, un argument de Z est T — ©. 

1 ; ; 
D 8. Pour Z = es mme LE R, onaZ=-sin3x+icos3x. 

(sinx —1cosx)- 

T 

b- 9. L'application de C dans C définie par Z + e 3Z caractérise la rotation de 

T 
tre O et d’angle =. ( centre O et d'angle = 13 



D 10. L'application de C dans € définie par Z—>Z+2+3i caractérise la 

translation de vecteur W É ) 

D 11. Soit z le nombre complexe donné sous la forme : 

Al 1+i 
= sin + icos® ) Alors : 

aie 

a. z=e 2; b. = 20. 
2 - T 

e..z = SiN— +1COS—-. 
M2 5%. 

d.z=e ze 5 30 
T 
0 

D 12. Soit les complexes z.=3+7i et z,=4-5i, solutions de l’équation 

(1+1)z2+ az +b=0. Alors : 

a. a=-5-9i et b=34+60i; 

b.a=34+60i et b=-5-9;; 
c. les constantes a et b ne sont pas déterminées de manière unique ; 

d.a=5+9i et b=34+60i; 

e.a=-5-91 et b=-34-601. 

D 13. Soit Z = se avec z#4. On note F, l’ensemble des points M tels que 

Re(Z)=0 et F, l’ensemble des points M tels que $m(Z) = 0. Alors : 

a. F, et F, sont des droites ; 

b. F; et F, sont des cercles ; 

c. F, et F, se coupent en deux points distincts ; 

d. F, et F, ne se coupent pas ; 
e. F et F, ont un unique point d’intersection. 

D 14. Soit À, M, et M’ les points d’affixes respectives 1, z et z2, avec z# 1. 
Alors les valeurs de z pour que le triangle AMM' soit équilatéral sont : 

iAdens sl 
de Œii CD 

RUE RS 
os e. et Fo nie 

D 15. Soit l'équation (E), ze C et z son conjugué : (E) z2-4z -5=0. 
Alors : 

a. l'équation (E ) n’admet pas de solution ; 
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b. l'équation (E) admet deux solutions ; 

c. l'équation (E ) admet quatre solutions réelles ; 

d. la somme des racines de (E ) est 0; 

e. z= 1 est solutions de (Æ). 

@ Réponses 

B 1. a. 7 =-24+i, soit Z=-2-i, la réponse est fausse. 

Z|2=ZZ, soit |Z|2=(-2+i)(-2-i) 

IZP=5 et 1Z|= 4/5 
ou encore |[Z|= /(—-2)? +12= 5, FOUR est correcte. 

La réponse est fausse. 

: : he DRE : eee 
2. Soit Z=cosT-isinT qui s’écrit aussi Z = cos(7 ) +isin(-?), 

3 3 
.T 4 x : 

a. Z=e ?, donc un argument de Z'est % la réponse est fausse. 

Ou encore : Z = cos + isin®, donc un argument de Z est T 3 

T 
et alors un argument de Z est 73 

=1,car Z=1:ei° avec 6€ R. La réponse est correcte. 

LE 
De C: = oit 2e 

1 

A TRES sa 23 
Sue 

» L'équation Z2+1=0 équivautà: Z2-i2=0 

(Z-i)(Z +i)=0 
.T :T 

. = 

Les solutions sont i et —-i ou encore e ? et e 2. 

Les réponses a. et b. sont correctes. 

. Soit Z=Z,+1i2,, avec Z, et Z, complexes. 

Les les propriétés de la conjugaison, on a : 

Z= Zi+iZ 12 

a aie 2 
+isin—. La réponse est correcte. 

LE COURS =1 



Z = 7 +i- 7 (conjugué du produit de deux nombres complexes) 

Z=7; 317, (car i=-i) 

La réponse c. est correcte. 

B 5. Soit Z=1+i4/3 d’où [Z|=/4=2. 

7 lrins Rd ne 
Trzi 20 3 , donc Z Est d’où |Z ES 

L IZ| ; 2} ?) 
AE PANNES Er Ou encore |[Z| Te | 1:23 

: 2 
La réponse — est fausse. 

7 

B 6. Soit Z=/3-i 

Z2=2-2i/3=2(1-;i43) 

Z=4(1-i43)", donc Z4=-8(1 +43) 

ZS=ZxZt, donc Z5=-8(1+i/3)(/3-i) 

Z5=-8(2,/3 +2i) 

Z5=-16(,/3 +i) 

ZS=-167. 
La réponse fournie est correcte. 

B 7, Soit Z=-3(sin@-icos®). 

: T rs [TE Z = 3eïir A = = = 3e (cos( a) isin( a)) 

Z=3eTx mon) = su re 

Un argument de Z est £ OU 

La réponse fournie est fausse, sauf si & = 2 (27) ou & = u (27). 

B 8. Soit : 
1 

(sinx—icosx)} 

: : T pus 
SIN X — 1COS X = cos(7 -x) = isin(? 

= 7. dE A (conjugué de la somme de deux nombres complexes) 
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ss) 
Douze cos[ _ 3x) + isin( 2 _ 3x), 

et (sinx—icosx) =? =e 

Z=-sin3x — icos3x et la réponse fournie est fausse. 

B- 9. La réponse est correcte puisque la rotation de centre O et d’angle 8 a pour 

écriture complexe Z’=Zei®. 

B 10. Laréponse est correcte, car la transformation du plan d’écriture complexe 

Z'=Z+a caractérise une translation de vecteur ayant a pour affixe. 

B- ] 1. a. Faux; 

b. Faux : 

c. Vrai; 

d. Faux ; 

e. Faux. 

B 12. a. Vrai; 

b. Faux ; 

c. Faux ; 

d. Faux : 

e. Faux. 

B 13, a. Faux: 

b. Faux : 

c. Faux; 

d. Faux; 

e. Vrai. 

B 14. a. Faux; 

b. Faux ; 

c. Vrai; 

d. Faux ; 

e. Faux. 

B 15. a. Faux: 

b. Faux ; 

c. Faux ; 

d. Faux : 

e. Faux. 

Ne en 

LE COURS =1 



Dans les exercices suivants, pour chacune des affirmations pro- 
posées, indiquer si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse 
avec précision. 

> 1. mi 

EL: ; 17m 
a.z=e 2: b.z=e !?; 

E Réponses : a. Faux; b. Faux; c.Faux; d.Faux; e. Vrai. 

B Justifications : 

te IR N.- 
os + 5! est le complexe de module 1 dont un argument est 2e sat er 

Le Ë De DE est le complexe de module 1 dont un argument est = soite À. 

LET 

ei 
1 

Il s’ensuit que z = = SOI Z= =e 

Soit z=(1+cos0)-isin0, avec 8€ ]-r,rl. 

a. argz = S + 2kn, k€ 2:40: argz= 5 + 2kn, ke Z; 

c. argz=0+2kn, ke 7; d. argz=2kr, ke Z: 

e. argz=-0+2kr,ke Z. 

& Réponses : a. Vrai; b.Faux; c.Faux; d. Faux; 

M Justifications : 

0 ROMA ; 
1 0 = 2cos2- = 0e + COS cos 5 et sin0 2sin> cos>, soit 

Z= 200525 - 2isin$ cos, 

c’est-à-dire z = 20055[ cos _ isinS } 
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GERER SES CONNAISSANCES EERERRFEEEET 
Q 

| il 

d’affixe 1. 

a. un cercle; 

b. la droite d’équation y = x; 

DE : 1 
c. la courbe d’équation y =-; 

3 
d. une droite parallèle à celle décrite par m; 

e. une droite perpendiculaire à celle décrite par m. 

& Réponses : a. Faux; b.Faux; c.Faux; d. Faux; 

M Justifications : 

x+1+i(x-1) 

x-1+i(x-1) 

Marhil Fi(r=-1) 

et donc Z = DOUTER 

Z s'écrit aussi Z= 

Donc, si m décrit la droite d’équation y=x-—1, alors M 

660660606660 8660090680 66086660 066602206606 0606006 

Or pour 6 E ]-x , alle 2 F , “0 et alors 2c05$ > 0. 

Il s’ensuit que z est le complexe de module 2 coss dont un argument est — s. 

D 3. Soit m le point d’affixe z, avec z=x+iy, x et y réels. 

Soit M le point d’affixe Z, avec Z = 2, zÆ1. On note À le point 

Si lé point m décrit la droite d’équation y = x — 1, privée du point A, alors 

le point M appartient aux courbes suivantes privées du point A : 

Si m décrit la droite d’équation y=x-—1, alors z=x+i(x-1), 

x—1 1 +i 

7= ED 

Zen G+1+i@æ D=i@e+1) += 1)). 

Pen - (2x +1(—2)) 

a pour x # 1. 

La partie réelle X et la partie imaginaire Y de Z sont alors X =—— et 

Y=—, pour x # 1 , ce qui permet d’écrire X +Y =1 ouY=-X+1. 
X — 

e. Vrai. 

® 
® 
æ 
e 
æ 
® 
e 
e 
e 
® 
8 
8 
8 
® 
8 
& 
8 
8 
8 
8 
e 
® 
8 
e 
# 
® 
8 
e 
® 
8 
® 
® 
e 
& 
e 
# 
® 
® 
& 
» 

2. e 
3 
8 
à 
® appartient à la 

droite d’équation Y = — X + 1 qui est perpendiculaire à celle décrite parm. 

006066060000 000006060606060006e6%6 0e 
Cu 



LB 

>> 4. 

b 5. 

3 
a. Soit j le nombre complexe j =- : TR One Else 

b. Si un argument du nombre complexe non nul z est o, alors un argument 
4 

de —- est -©. 
& 

c. Soit z un nombre complexe non nul. Si = est un réel positif, alors z est réel. Z 
z 
1, alors il existe un entier naturel d. Soit z un nombre complexe. Si |z| = 

non nul n tel que z"= 1. 

H Réponses : a. Faux ; b. Faux; c. Vrai; d. Faux. 

E Justifications : 

a. j19%6 + 1997 + 51998 = j196(1 + j +2) ; comme 1+j+j2=0 nous 

avons j17°%6 + j197 + j198=0 et non 1. 

b. Pour tout complexe non nul nous savons, d’après le cours, que si un 
1 1 

argument de z est @, alors e a pour argument —0@ et = a pour argument 

—@+7T, ce qui montre que la réponse proposée est fausse. 

c. Si Z est un réel positif, alors il existe un réel positif k tel Z2k, soit 
# Z 

z=kZz, donc z =kz, c’est-à-dire z = kz alors z=k2z, d’où k=1 puis- 

que z40 etk = 0 donc z=7. 

Onn’a?=1 que dans le cas où z est un réel non nul. 
2 

d. Le complexe z = cos2 +isin2 =e2i a pour module 1, et il n’existe pas 

d’entier naturel n tel que z"= 1. 

: — i z 
Soit les nombres complexes suivants : z, = REte z,=l-ietZ= =. 

Z2 

On note A le point du plan d’affixe z, et B le point d’affixe z.. 

a. Un argument de z, est = 

b. Il existe une rotation de centre O transformant A en B. 
+. ua 

c. Ona:Z=e 12. 

d. L'ensemble E des point M d’affixe z tel que z,z+2,z +1=0 est la 

droite d’équation x + y =— s- 

& Réponses : a. Faux; b.Vrai: c. Vrai; d. Vrai. 
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E Justifications : 

a. a= F(5°}) un argument & de z, vérifie cosaœ=— et 
? 

; 1 ; T ; JR 10 
sin = — 5’ SOIO— EE & ce qui est contradictoire avec la proposition. 

is AE r2)- .. a P(B-1)- Nas ie d’où 

. T 
nn : ui 

z,=e l2z, etB est l’image de A par la rotation de centre O et d’angle -—. 
12 

: ou 
c. Z=e !? en utilisant les calculs de b. 

d. z,2+ 22 est la somme de deux complexes conjugués. 

Z2z +22 =2Re(zz;),or zz=(1-i)(x+iy)=x+iy-ix+7y et alors 

2Re(z,z) = 2(x + y). 

L'ensemble E cherché a pour équation 2(x + y) + 1=0, soit x+y=-— ;. 

1 désignant le nombre complexe de module 1 dont un argument est ; , alors : 

Re Lutin, Le Ps 
1+i b 

C. 

T ERNEST ES REN EE 
nie RE) CHENE 

& Réponses : a. Vrai; b.Vrai; c. Vrai; d.Vrai; e. Vrai. 

E Justifications : 

1+i_(1+i)? LE 2 12e : 
a. Lex es , Soit mec La réponse est correcte. 

b. L+iv3 _(1+i3)G -i) nd lee 
Sid 2 + 1 +i ? 

1+i3 _1+4/3 3-1 donc le moduio den +3, st 2 et l’on 
1+i 2 2) 1+i 

ne peut conclure pour l’instant. 
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Y À 

»- 8. 

.T .T 

Or lee. et lin Don donc Rare pen 

Bei 
donc la réponse b. est correcte. 

c. D’après le calcul précédent et les propriétés de la conjugaison, on peut 

dire que la réponse c. est correcte. 

. le 

d. D’après des calculs effectués précédemment nous avons : 1+i= N2e 4 

EL 
et 1-i/3=2e 3. 

1+i N ne. 
D'où . La réponse est correcte. 

ren -i2 * 
2e 

LHifs des 
CAR ETES EE) réponse est correcte. 

1-iV3 , -i 
2e 

Soit z= 43 - alors 
NS +: 

: .T 
1 —i= : —. ' 

a.z=e; b.z=e 3; c.zest solution de l'équation Z3-1=0; 

d. z est solution de l’équation Z3 + 1=0. 

& Réponses : a. Faux ; b. Vrai; c.Faux; d. Vrai. 

E Justifications : 

En RCE DES Mere 
, Soit = —nie 

Fu. RER Ur 
fausse et la réponse b. est correcte. 

z'=eit=-1]. Donc z+1=0. La réponse c est fausse et la réponse d. est 

correcte. 

donc la réponse a. est 

L'équation : iz?+(1—5i)z + 6i-2=0 admet pour solutions complexes : 

(EE NU 

CRAN RM= So T+L 

& Réponses : a. Faux; b.Faux; c. Faux. 

& Justifications : 

Il suffit de remplacer z par les valeurs proposées pour constater que les couples 

de solutions proposées ne conviennent pas. Les solutions sont 2 et 3 + i. 
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»- 9. On pose z=- 5 +3 alors: 

a. il existe (au moins) un entier n = 1 tel que ze R; 

LE COURS =41 V VW b. il existe (au moins) un entier n > 1 tel que z” est un imaginaire pur; 

: 1 
c. pour tout entier naturel n, on a z"+4= Lu ; 

: = 1-5 3x 
d. pour tout entier naturel n,ona z"+z"=2 2(-1 eos? \ 

* 

E Réponses : a. Vrai; b.Vrai; c.Faux; d. Faux. 

B Justifications : 

27 

a. 1=5C 1 +1) = DEEE) soit Z= M2, Donc, par 

4 exemple, pour n=4, z*=-- qui est bien un nombre réel (il existe 

d’autres possibilités). 

b. Pour n=2 (il existe d’autres possibilités), on a z?= 551 qui est bien 

un imaginaire pur. 

: 1 
C. Pour tout entier naturel un, -7#4=7774," avecu7t = 2 donc 

n +4 — 1 n 5 & : É 

7 RO NEC qui ne correspond pas à la solution proposée en c. 

Rey (5) d. Pour tout entier naturel n: z"+27"= 

ny ;3nm in 
(2) (e 4 +e 4 ) 

= Ja 3nT 
ñn n=| == z'+z (2) (200€) 

V2 ei 
Or D 2, donc gts = (22 

Où + 1 

Di 

Ne 7 
LS 
ND 
D 

FRS 
(e] (e] L‘2) 

ee 

S as 

a 

27 

Or Fos Le £ (— 1)'cos3T , (par exemple er £ (— 1)2cos3T ) 
4 4 2 4 

z"+27" ne vérifie donc pas la proposition. 

D 10. Soit 6 un réel quelconque et (E) l’équation dans € d’inconnue z : 

z2-e fz+e 20=0, e (23 

® 6 © © 6 © © © 6 © © © © © © © 6 6 © 6 © € 6 © 6 9 © © © © 6 & 0668660666 660060060602 060600060606 606066066066660%006e 
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& 

On note z”’ et z” les racines de (E ) : 

a. pour tout réel 6, (E) a deux solutions complexes non réelles 

distinctes ; 

ï El 
b. pour tout réel 6, on a — + on e? : 

z 

c. pour tout réel 8, on a [z’|=|z”|=e-2? ; 

d. pour tout réel 8, on a e-22-1—ie ®=(i-z’)(i-z"). 

EH Réponses : a. Vrai; b. Vrai; c.Faux; d. Vrai. 

E Justifications : 

a. (E) est une équation du second degré à coefficients réels avec un dis- 

criminant strictement négatif égal à —3e-2® donc (E) admet deux solu- 
tions complexes non réelles conjuguées. 

PUR RIT 
b. — +=" avec z'+7"=e 0 et z’z”=e 20, 

[2 ” Po ” 

Z # tr 

Lacs 
z z"_ e28 = e°. La réponse fournie est correcte. 

c. Noûs savons que z 2 = 62°, donc |z 7 |=e, et 2|=124 car 
z” =2/, alors ce module commun est égal à e-®. La réponse fournie est 
fausse. 

d'Or 2) = Lire it Pr/70 

ET (À 7 ” 

) 

G-z')Mi-z)=-1-i('+2")+2/2" car z/=z2 

) (i-z)(i-z)=-1-iet+e-29 ce qui correspond au résultat pro- 
posé. 

À tout point M du plan, d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe 

2741 
z'=— D Alors : 

a. l'application du plan f : M + M' est une homothétie de rapport 2 ; 
LA 

b. l’ensemble (E) des points M tels que z” soit réel est l’axe (O ; ü) : 

c. l’ensemble (E”) des points M tels que z” est imaginaire pur est con- 

tenu dans un cercle (E”); 
# 

d. l’ensemble (E”) est le cercle d’équation (x - 5) D . 

& Réponses : a. Faux; b.Faux; c. Vrai; d. Faux. 

—" 660066000006 80000008600006ee 660666066906 6666006066608%06000006000000000060e 
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E Justifications : 

a. Si f était une homothétie de rapport 2, alors on aurait z’=2z+b, où b 

est un complexe indépendant de z. La réponse proposée est fausse. 

b. Le complexe z’ est un réel si, et seulement si z’= z’. 

Ceci se traduit, pour z # 1 , par: 

2z+1 _27+1 

2e dns 1 
« 
CZHDCE1)= (7 1027 + 1) 

2zz —2z+7-1=2zz +7-27 1 

0=3z-32 

De) 
L'ensemble des point M tels que z” est un réel est alors l’axe (O ; ü ) 

privé du point d’abscisse 1, ce qui ne correspond pas à la réponse fournie. 
/ c. Le complexe z’ est un imaginaire pur si, et seulement si, z’=—Z". 

Ceci se traduit, pour z # 1, par : 

2z+1_ 2z+1 
z—1 pa 

Cali) A) Cr) 

2zz —-2z2+2-1=-227 -z+27 +1 

427202 0 

4(x?2+y2)-2x-2=0, pour z=x+iy avec x et y réel et 

(x, y)#(1 ; 0) 
JE Lo 

2 2 PE pet x?+y 575 0 

(x-2) + ee 
LAN UT Tr 

L'ensemble (E’) est donc le cercle de centre 1(; 10) et de rayon = 

privé du point de coordonnées (1 ; 0). 

L'ensemble (E”) est bien contenu dans un cercle qui n’est pas (E ”). 

Bb 12. Dans le plan complexe, on considère le point A d’affixe 1 et les points B 

et C d’affixes respectives b et c solutions de l'équation z2 + /3z + 1 =0. 

(b est la solution ayant la partie imaginaire positive). Alors : 

a. À, B, C sont situés sur le cercle de centre O et de rayon 1; 

© © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © sc6e6e060606666660606660688 600660600660 600600860660 00909 6 6 © © © 6 © 6 © 6 0 © © © © 6 © © © © © 6 © 6 © 6 6 6 © © © © © » © © © © © © © 6 © € 6 9 © 
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b. les points B et C sont symétriques par rapport à l’axe des abscisses ; 

c. OBC est un triangle équilatéral ; 
d. soit Z le nombre complexe de module 2 + V3 dont un argument est 

T 
D: alors b— 1 =Zb. 

& Réponses : a. Vrai; b.Vrai; c.Vrai; d.Faux. 

E Justifications : 

a. Dire que À, B et C sont sur le cercle de centre O et de rayon 1 équivaut 

à dire que les modules des affixes respectives de ces points sont égaux à 

Or De donc |b|=1 etc=b, d’où |c|=1. 

Comme À a pour affixe 1, la conclusion fournie est correcte. 

b. b et c sont des solutions complexes conjuguées de l’équation fournie, 

donc les points B et C sont symétriques par rapport à l’axe des abscisses. 

c.OB=OC=11et.BC=|b-c|,soit. BC=il=1,.doncyle, triangle 

OBC est un triangle équilatéral. 

\3 
d. Nous avons : b-1=- + sit, soit b — 1 = 

ane alors que [Zb|=|Z||b| =2+ 4/3, ce qui 

prouve que la solution proposée est incorrecte. 

2x NA D. 

Par suite, |b—1|= 

a. L’équation Z += 1 a une racine réelle double et deux racines comple- 

xes conjuguées. 
4 

b. Soit l'équation à coefficient réels (=) =1 (£E). L'ensemble des 

: 52 é . . +1 1-i 
solutions de l’équation (E) est contenu dans : 40 ;1—: ; Eu à 0 

4 

c. Le nombre de solutions dans € de l’équation (==) = 1 est quatre. 

rh ani 

& Réponses : a. Faux; b.Vrai; c. Faux; d.Faux. 

B Justifications : 

a. L’équation Z4= 1 s’écrit aussi : (Z2+1)(Z2-1)=0 

(Z=1)(Z+1)(Z-1)(Z+1)=0. 

Les solutions complexes sont bien conjuguées, mais il y a deux solutions 

réelles opposées 1 et —1. 

d. L'ensemble des points d’affixe z tel que : = 1 est un cercle. 

et 00 89 06600602 0600 06 0 9 9 © 606666066666 60 066660606066 00 006800066606 6000668006e 
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7e 1 
b. L’équation (E) équivaut à É À Pire 

z+i 

D’après la question précédente nous savons que 

ZM OUrZ == IMoOUrZ—-INOUCZ I 

— 1 Be (S En, 
Pour Z = 1, nous avons _. = 1, équation qui n’admet pas de solution. 

z+i 

— 1 Ne À : 
Pour Z=-1, nous avons EL qui s'écrit z—1=-Z-1i soit 

ZE 

2 
; 14; PERS : ; 

Pour Z =i, nous avons re qui s’écrit z—1=1iz-1 soit z=0. 
z+i 

1e 24 

: — 1 À -2ù à PAR : ; 
Pour Z=-1, nous avons mL qui s'écrit z—1=-1z+1 soit 

: z +1 
RENE 

L'ensemble des solutions de (Æ) est bien inclus dans 

LIEN EU RES 

oi Hi 
c. (E) admet trois solutions. 

= | coïncide avec 
7 — il 4 

En 
d. L'ensemble des points d’affixe z tels que 

: ; Ds -1l4 7 
celui des points M dont l’affixe z vérifie, z= 1 = 1, c’est-à-dire 

2 bi 

— — 1 , LL) 
z=1 = 1 ou encore -— = 1. L'ensemble recherché n’est pas un cercle 
Zi z +1 

puisqu'il correspond à un ensemble inclus dans la médiatrice d’un segment. 

B 14. Dans le plan d’un repère (O ; ñ, ÿ), on considère les points M d’affixe 

a et N d’affixe b tels que a et b sont les solutions de l’équation 

z2-2z+3=0. Alors: 
—> — 

a. OM-ON = ab; 

b. a + b est un nombre réel ; 

c. le milieu de [MN] est sur l’axe des abscisses ; 

d. la droite (MN) est parallèle à l’axe des ordonnées ; 

e. M et N appartiennent au cercle de centre O et de rayon 2. 

& Réponses : a. Faux ; b. Vrai; c. Vrai; d. Vrai; e. Faux. 

200066060600 00600006906096066060eee 000606660566 006606660608066 606006060060 60606069 6660000066 666666066668000666606660 060666806608 06 
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& Justifications : 

a. Les solutions de l’équation proposée sont : 1 + 1 Yet 92. 

—/ 1 —, 1 —> — 
On a: OM( ) et ON( | donc OM :ON=-I et: 

N2 2 

ab=(1+i2)(1-i42)=3, donc le résultat proposé est faux. 

b. a et b étant deux complexes conjugués, il s’ensuit que a +b est un 

réel (en l’occurrence 2). 

c. Les points M et N d’affixes conjuguées sont symétriques par rapport à 

l’axe des abscisses, donc le milieu de [MN] est situé sur l’axe des abscisses. 

d. La droite (MN) est parallèle à l’axe des ordonnées d’après le résultat c. 

e. lal=|b|=/3 donc OM=ON=,/3. Les points M et N appartien- 

nent au cercle de centre O et de rayon ,/3. Le résultat proposé est faux. 

a. Soit a, b, c et d quatre réels avec a Z 0. 

L’équation az? +bz?+cz+d=0 peut avoir une racine complexe non 

réelle et une seule. On considère, pour ze €, f(z)=2%+3z2+3z+2. 

b.Ona f(z)=(2+ 2)(: rene M), Le 

On note À, B et C les points dont l’affixe est solution de l’équation f (z) = 0. 

c. Le module du produit des affixes de À, B et C est égal à 2. 

d. Le triangle ABC (voir c) est isocèle rectangle. 

& Réponses : a. Vrai; b.Vrai; c.Vrai; d.Faux. 

B Justifications : 

a. L’équation z?—iz?=0 admet une racine complexe non réelle et une 

seule, en l’occurrence z=i (en réalité il fallait partir de (z2—i)z? pour 

obtenir l'exemple proposé). 

b. Ce C0 CE (z2+2)(z22+2+1) 

CD 0) PO EE 

a+ Dr) RU) usegcre se +2, soit f (z). 

c. Ce résultat est correct car l’une des solutions étant —-2, son module est 

2 et les deux autres solutions sont des complexes de module 1. 



NOMBRES COMPLEXES 

d. A a pour affixe —2, B a pour affixe 

—1+i43 rer 

A étant situé sur l’axe des abscisses, B et C étant symétriques par rapport 

à cet axe, il s'ensuit que AB = AC. 

3 5 

EL et C à pour affixe 

> 
AB 

—> — 
CLR AC ct AB - AC =, 

2 2 

_ 13 3 
2 2 

donc le triangle ABC n’est pas rectangle. 

b- 16. Soit l'équation z3—iz2+(1-i)z+2i-2=0. 
a. L’équation a une solution réelle négative. 

b. L’équation n’a pas de solution réelle. 
c. L’équation a une solution de la forme 1h avec b réel négatif. 

d. L’équation a une solution de la forme ib avec b réel positif. 

e. L’équation a trois solutions réelles. 

EH Réponses : a. Faux ; b. Faux; c. Faux; d.Vrai; e. Faux. 

BE Justifications : 

a. Le réel négatif x est solution de l’équation proposée si, et seulement si : 

XX + (= 1)x +212 0 

x3+x-2+i(-x2-x+2)=0 

ce qui équivaut à x?+x—-2=0 et-x?2-x+2=0 puisque x est un réel. 

Ces deux équations n’ont aucune solution réelle négative en commun. La 

réponse est incorrecte. 

b. Le réel x est solution de l’équation proposée si, et seulement si, en uti- 

lisant les calculs précédents, x?+x-—-2=0 et -x2-x+2=0, ce qui 

donne x = 1. La réponse proposée est fausse. 

c. Le complexe 1b, avec b réel négatif, est solution si, et seulement si : 

Gb}}-i(Gb} +(1—-i)(Gb)+2i-2=0 

—ib3+ib2+ib+b+2i-2=0 

(b-2)+i(-b3+b2+b+2)=0, 

ce qui équivaut à b—-2=0 et -b+b2+b+2=0. 

La solution cherchée est de la forme 21, donc la réponse fournie est incor- 

recte. En revanche, la réponse d. convient et par conséquent e. ne con- 

vient pas. 
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D 17. Soit le nombre complexe z = 
1+i3 
1+i 

HA IE= Nb20e205 7-27 ed) en a (- 5) 26 b,Z Z =-Z (iz) 

e.zleR, pour k entier naturel non nul. 

& Réponses : a. Faux ; b. Faux; c.Faux; d.Faux; e. Vrai. 

& Justifications : 

ETS 
MAN TF 

i 
SIA à 2e ’ 1 

,SOit 7= me soit z= 2e É; 

N2e 3 

donc z!2=(/2) ?eir =-(,/2)'2 

da = 2) — Zn TON (5) =— _ la réponse fournie est fausse. 
Z 

m0 .5T 
i— ; i— : s ; 

b.750= (2e n) , soitsz0=25e2=2#jtlarréponsetfourmie est 

fausse. 

c. D’après @., z n’est pas un imaginaire pur donc z =—zZ. 

La réponse fournie est incorrecte. 

WTA 
iT : 
FT 1 

d. iz=i/2el2 ou encore iz = /2e le 2, 

, « (2 +3) LL 

c’est-à-dire iz = 2e “2? 2/= /2e 12, 

, ù 357 ; 357 se 

Il s’ensuit que (iz)!$=(/2)e 4, ore 4 =e 4, donc (iz) Se R. 
RE 

ea (Be ®) =(/2) #eikt or, pour tout entier naturel k, eikr 

est un réel, donc la réponse proposée est correcte. 

ia + 1 

dé 1 

z compris entre 0 et 27. Alors : 

j ÿ 
Dre t0e[r: À; bre _- et 6=7; 222 ES 

Cr =" t0e [Tir]: d.r=1et0=7: e.r=1 et0e[r:%]. 

H Réponses : a. Faux; b.Faux; c.Faux; d.Faux; e. Vrai. 

SOL z— ae ]0 ; 1[. r désigne le module de z et 8 l’argument de 

da. r = 
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E Justifications : 

N1 + a? 

1 + a2 
a. |z|= = 1, donc la réponse proposée est incorrecte. 

b. Nous déduisons du résultat précédent que la réponse fournie est incorrecte. 

c. Soit w=1a+l. Puisque ae ]0;1[, il existe un unique réel 

T 
QE lo | tel que a = tan. 

- sin 
Alors, w=i +1= 

cos œ cos © 
(cos +isin@), 

he 
donc z=-— et arg(z)=20+7n (2n), 

ww 

puisque 0 < a < 7 etr<20+R< 2, soit 0 € lr:35| 

Les réponses c. et d. sont fausses à cause de la nature de l’intervalle. 

La réponse e. est correcte. 

DT9 So) 
z—1+i 

|f (2) = 1. Alors : 

a. (E) est le cercle trigonométrique ; 

et (£) l’ensemble des points M d’affixe z tels que 

b. (E) est une droite passant par le point de coordonnées (o k ;) 5 

c. (E) est le cercle de diamètre [AB] avec A(-1 ; 2) et B(1 ; -1); 

d. (E) est un segment de droite. 

M Réponses : a. Faux; b. Vrai; c.Faux; d.Faux. 

E Justification : 

(f(2l=1 équivaut à |z+1—2il = /z-1#41l, "avec zz 1 =i 

LI 20))=L (= nl aveczz 11 

(E) est la médiatrice du segment dont les extrémités sont les points 

d’affixes respectives — 1 + 21 et 1 —1. 

Les réponses @., c. et d. sont donc incorrectes. 

et | ae b.Le point de coordonnées (o : ;) a pour affixe à 
13 

DE ni 
066% 00066 0 6 0 6 6 6 6 6 © 6 6 © 6 © © 6 0 9 © © 06 6 € 9 6 © 9 6 6 » 6 6 6 © 

= se , donc ce point appartient à (E). 

La réponse b. est correcte. e (31 

6 © © © 6 © 6 6 © © © © © © 6 © 6 6 © © © © © 6 © © 6 6 © 6 6 » 

1 
J 5i-l+i 5itl-2i 

8 e 6 6 © 6 © 6 6 © 9 6 © 6 © © 9 9 6 © © © © © © 6 © 6 © © © 9 € 6 © © 6 © © © © © © © © & 6 © 



Se préparer à l'examen 

Exercices d'application 

@ Soit le nombre complexe : 

A0 3m GES) Lit 

Calculer A et le mettre sous la forme algébrique. 

@ Écrire les nombres complexes suivants sous la forme a + ib, avec a et b réels : 

ab Le0 as animal ne HF 18100206 
271 CM 32100: eme dent 

HS 

@ Soit le nombre complexe z = 2 — i. Écrire sous la forme algébrique (a +1b), 

avec a et b réels, les complexes suivants. 

- 
2 

ne 
1. 2. =. 3. I. 5.z2+z. 6.iz2—z(1 +i). 

@ Déterminer le conjugué de chacun de ces nombres complexes. 

, 1+i 
1. = | — D 2. z, = se fl 1/3 D: 
Jz 117 où: 10. 4. z,=:(3 +4i)5. 

[5 ] Démontrer que si À est réel, alors le nombre complexe z = Leu - à pour 
module 1. lai 

@ Écrire sous la forme algébrique les nombres complexes suivants, où r désigne 
le module et 8 un argument. 

.T TC 

Le: 1 2,:7:=2e 3. z= 5e 
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el 

4. 2 = jeitr. 5! 2 = jeir avec @& = 60°. 6. z=eir. 

@ Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants : 

2 
ui 
Pi 
< 
Xx 
ui 
pe Zi din. =mbie Na ile dd 002, = bre 

di GONE ENT pe TRE RTE 2 T AIT 

PENSE 1Sinz ; Zé ar isinz ; Z 2{ cos + isin® ): 

Zg=- ose — isinz 5 Zo= i(cos — isin® ) 

@ 1. Déterminer les nombres complexes z, et z, vérifiant : 

2z,+72=4 

27 ha0) 

2. Trouver le module et un argument de z, et z. 

O Le plan est muni d’un repère orthonormal direct (O ; ü . “ à 

1. Quelle est l'application r de € vers € associée à la rotation de centre O et 

d'angle * ? angle 7 

2. Même question que précédemment pour la rotation de centre A d’affixe 

: — 1 et d’angle . 

ë AS < . TA 
© Soit un plan rapporté à un repère orthonormal direct (O ; u,v). 

PA = Eee . 

1. Étant donnés deux vecteurs V, et V, non nuls d’affixes respectives z, et 

Z:, déterminer à quelle condition (exprimée uniquement en fonction de z;, 

— —— md HA . rie 

Z», Z et Z2) les vecteurs V, et V, sont colinéaires. 

2. Retrouver analytiquement cette condition à l’aide des parties réelles et ima- 
— _" PRES 

ginaires de chacun des vecteurs V, et V;. 

33 3. Examiner la réciproque et interpréter géométriquement la condition obtenue. 



> > 
©® Soit A. B et C trois points du plan rapporté au repère orthonormal (O ; e;, e;) 

dont l’origine O est le milieu de [BC], l’axe (0 ; 8) étant porté par (BC). 

Soit a, b et c les affixes respectives des points À, B et C. 

1. Montrer que c =—b. 

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur b et a pour que 

ABC soit un triangle isocèle en A. 

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur b et a pour que 

ABC soit un triangle rectangle en A. 

@® En utilisant les nombres complexes, démontrer les propriétés suivantes : 

1. les diagonales d’un carré sont de longueur égale et perpendiculaires; 

2. les diagonales d’un losange sont perpendiculaires. 

E APS p* el 2 2 

® Soit un plan rapporté à un repère orthonormal direct (O ; u,v). 
— — 

1. Soient deux vecteurs V, et V, non nuls d’affixes respectives z, et z;, 
déterminer la condition nécessaire et suffisante (exprimée uniquement en 

ds #3 > n. k 

fonction de z,, z:, Z, et Z,) pour que les vecteurs V, et V, soient orthogo- 

naux. 

2. Retrouver analytiquement cette condition à l’aide des parties réelles et ima- 

ginaires de chacun des vecteurs V, et V,. 

3. En déduire l’expression sous forme complexe du produit scalaire de deux 
= 

vecteurs V, et V;. 

® Soit le plan complexe rapporté à un repère orthonormal direct (O ; u : v). 

1 . , = 

1. On considère un point A d’affixe a et un vecteur V non nul d’affixe v. 
Déterminer sous forme complexe une équation de la droite (D) passant par A 

— 

et de vecteur directeur V. 

2. Deux points A et B distincts ont pour affixes respectives a et b. Déterminer 

sous forme complexe une équation de la droite (D) passant par A et B. 

3. Déterminer sous forme complexe une condition nécessaire et suffisante 

pour que trois points À, B, C d’affixes respectives a, b, c soient alignés. 

4. En déduire l'équation d’une droite sous forme complexe. 



NOMBRES COMPLEXES 

® Dans le plan complexe (P) rapporté à un repère orthonormal direct 

(© ; e ; e; ), à tout point M de coordonnées (x ; y), on associe le nombre 

complexe z = x +1y affixe de M. | 

1. Étant donné un nombre complexe non nul w =u +iv et un réel /, détermi- 

ner l’ensemble des points M dont l’affixe vérifie w z + wz —1=0. 

2. Soit (D) une droite dont une équation est ax + by + c = 0 avec a, b, c réels 

et (a; b)Z(0 ; 0). Trouver un nombre complexe non nul w et un réel /, tels 

que (D) soit l’ensemble des points de (P) dont l’affixe vérifie: 

wWz+wz-1l=0. 

L'EXAMEN = 

Exercices de synthèse 

@ À tout point M du plan complexe rapporté à un repère orthonormal direct 
> à ; s ee > 5 

(O ; u,v}), on associe son affixe z = x +1y avec OM = xu + yv. 

On considère les points A, B et C d’affixes respectives : 

HEC NOr Vas (9 61 Be 1 ME) 

1. Déterminer l’affixe du barycentre G du système pondéré 

{(A, =); (B, 1), (G; 1) 

2. Déterminer les affixes des transformés A’, B’ et C’ des trois points À, B 

et C par la rotation dont le centre est G et l’angle = 

3. Démontrer, en utilisant le résultat précédent, que ABC est un triangle 

rectangle. 

(17) Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct (O ; ü , V ). 

1. Résoudre dans C l’équation 272 — z + 1 =0. 

Soit z, la solution dont la partie imaginaire est négative et z, l’autre. 

PSE 

Zu 1 

En déduire son module et son argument. 

3. A étant le point d’affixe z,, B d’affixe z, et C d’affixe —-1, déduire du 
résultat précédent la nature du triangle ABC. (85 

2. Donner la forme algébrique de 



> rx ë ; 
© Dans le repère orthonormal (O ; ü ,v), on considère le point M d’affixe 

5 l , ’ 1 
z=x+iy avec z #0 etle point M” d’affixe z° ==. 

2 

Exprimer les coordonnées de M’ en fonction de x et y. 

Soit A le point d’affixe i, B le point d’affixe — : + si C le point d’affixe —1 et 

D le point d’affixe — 2 — 1. 

Calculer z3 = ms et Zn = d affixes des images B” et D’ de B et D. 
ZB Zp 

Montrer que O, B et B” sont alignés ainsi que O, D et D”. 

Montrer que À, B’, Cet D” sont situés sur un cercle de centre B. 

(19) Déterminer algébriquement l’ensemble des points M d’affixe z = x+1y avec 

(x ; y)e R? tels que: 

ZE * soit réel; 

2. Z soit imaginaire pur; 

T 
3. un argument de Z soit ; 

L'épreuve 

@ 1. Pour tout nombre complexe Z, on pose P(Z)=Z*-1. 

a. Factoriser P(2). 

b. En déduire les solutions dans l’ensemble € des nombres complexes de 

l'équation P(Z) = 0, d’inconnue Z. 

c. Déduire de la question précédente les solutions dans € de l’équation 

d’inconnue z : 

(Z + 1) 
— | 

z-1 

2. a. Le plan complexe (P) est rapporté à un repère orthonormal direct 

(OS ü ; ÿ ) (unité graphique est 5 cm). 

Placer les points A, B et C d’affixes respectives : 

1703; ls? 
=) ses =— = _ a D 5 5 etc stsi 
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b. Démontrer que les points O, A, B et C sont situés sur un cercle, que l’on 

déterminera. 

3. Placer le point D d’affixe d = — ;: 

Exprimer sous forme trigonométrique le nombre complexe z’ défini par : 

+. 
STE 

See CA 
En déduire le rapport CD: 

Quelle aûtre conséquence géométrique peut-on tirer de l’expression de z’ ? 

@ Le plan orienté est rapporté au repère orthonormal direct (O ; u ; v), l’unité 

graphique étant 4 cm. On considère les points A,, A,, d’affixes respectives : 
IT 

d=1;a= el. 

T Fe 

1. a. Calculer l’affixe a, du point A, sous forme exponentielle puis sous 

forme algébrique. 

b. Soit I le milieu du segment [AA]. Calculer l’affixe du point I. 

c. Faire une figure. 

Le point À, est l’image du point À, par la rotation r de centre O et d’angle 

2. a. Prouver que les droites (OI) et (OA) sont confondues. 

b. Écrire sous forme trigonométrique l’affixe de I. 

c. Déterminer cos( &) et inf) (les valeurs exactes sont exigées), 

sachant que 4,/3 +8 = V6 + no: 

Les questions 2 et 3 sont indépendantes. 
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Exercices d'application 

© Décomposons les calculs : 

(2-3i)?=4-12i-9=-5- 12; 

S'H2Ma(S 21) CE) 

i Il 
(2+1)(3 -5Si) = 11-71 

121(1+1)=121-12. 

Finalement A=-5-12i+51-2-—11+71+ 121-712. 

A =-—30 + 12i et Re(A) =-30, Sm(A) = 12. 

—5i+2 

[2 a. Z,= PR 3 —7i étant le conjugué de 3 + 71 

a car zz =a?+b? pour z=a+ib avec a et b réels 

EURE. 
SET TU 

Te, 7 56 
= 39 Moi avec Re(z1) nr $m(z1) = 39. 

b.--G+)G+i)_ G-D@-) 
MAC OUEN OTU 

SES 15 SN TE 
10, à 2.500 82e den 
Les: 1 3 

PE + 31 avec Re(z2) = > et fm(z;) = 5: 

On aurait pu, au préalable, réduire au même dénominateur, mais cela ne pré- 

sentait 1c1 aucun intérêt particulier car 3 —i et 2 —i ne sont pas conjugués. 

1 + 18i " 7-26: 

3+41 3-41 

Ici, la réduction au même dénominateur est intéressante car 3 + 4i = 3 — 4j 

MURS ONÉRSNETEPONIELE Tr) 

38 . (3+4i)(3 -4i) 

LD 

C. La 
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à 

; 13=4i+541H92#21+28i—-7814104 1200, 

= 9+16 VE 
Z3 = 8 avec Re(z;) = 8 et Sm(z3) = 0 

L'EXAMEN Il 

© D DT 

me 

e 0 e 

NE NINIT NI 

PTE 
i(4+i) —1+41 2-—2Zz drpend : 

S us = TL re bet it 
. 22+z=(2-i)2+2-:i 

z2+z=4-4i-1+2-;, soit z22+z=5-5Si 

(1012-12 C1) 
iz2-z(1+i)=i(4-1-4i)-2-2i+i+i 
iz2-z(1+i)=(3-dii-3-i 

soit iz2—Zz(1 + i) = 1 + 2i. 

@ Pour z= a +ib avec a et b réels, nous avons z = a—ib. 

1. =1+i93. 

(+) 

_U+2i) 

24e LES 
ÈS pour z’Æ0, donc de: 

Z 

(1—-1)(1 +2:) 

) 

Er ou des 
dal, 

OZ 700 donc 2 Ii avec A SOI = li 7. 



A z3=i (3+4i), carzz'=2 2. 

=_i.(3+4i). Orz"=2" pourne N, doncz,=-i:(3+4i). 

=-i(3-—4i)$ ou z,=-(4 + 3i)$ puisque Ÿ =i. 

@ Nous avons |z/? = zz. 

eo. 
1+Ai° 

zz = 1 et donc |z| = 

Attention : pour À e C, ona Hi = 1 At. 

@ r ci° s'écrit également r (cos0 + isin®). 

12= 3(cos3 +isinÿ) donc z=3(0+i), soit z = 3i. 
2 

2: 

:) T\= cos? et sin?) = sin & 
£ 3 3 3 3 

) soit z = 1—i./3. 
2 

ur E+isint ) 

JAN NT eZ 
Hub) es 

Zz= (cos4 + isindr). Or cos4r = 1 et sin4r = 0, donc: 

1 ; Ê 1 
aû + 01), soit z = re 

3 (cos60° +1sin60°). 

AE ele rc 
= 3(3 #12) soit e = 3 +18. 

.. Z=M1(COsr risint) 

z=1(-1 +01) soit z =-1. 
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@e}z=/1+12, soit |Z,| = /2 

Ze P( + Ti) soit Z, = A(2: Ps) 

Si 6 désigne un argument de Z,, nous avons : 

ET OR ET de Le 
Cos6 = — et sin8 = —, soit 8 = -- OS 5 et sin > SOI à 

Z, est lé complexe de module /2 dont un argument est n 

Cet exemple met en évidence une méthode. 

Après avoir calculé |Z|, il suffit de mettre |[Z| en facteur dans l’écriture 

de Z ; l’autre facteur est nécessairement cos0 +1sin8, @ désignant un 

argument de Z. 

e | Z)l =6, donc Z, =6(0-i), 

d’où cosô=0 et sin0=-1, 6 désignant un argument de Z,, soit 

T 0=-5. 

Z, est le complexe de module 6 dont un argument est — à . 

e|Z: = 1-37, soit|Z;] =2 

1m 
2e 2(; _ ie), d’où, si 6 désigne un argument de Z;, 

13 1 ; ; T 
0 == et D=— 10-22 cos 5 et sin 5 soi 3 

Remarquons aussi que : Zi = 1 + i,3 et 1Z — 2 argZ 3 = Le 
3 

Comme |Z;) = Z | et argZ; =—argZ:(2r), 

nous avons : arg(l Dix/3) — (2x). 

Z, est le complexe de module 2 dont un argument est Te 

e Z;==N3+1 donc 24 = V3) +1 soit | Zi] = 2 

V3 
Z, s'écrit : Z, = 2-2 + ji): donc, si 8 désigne un argument de Z;, 

wzë 

2 
(Pr 
3 
< 
>< 
mn 
ai 



co =" et sin = 3, d’où 8 

Sa, 
6 

NET Ten 3 
eZ: = cos’; + sin, soit | Zs| = 1, car cos?a + sin a= 1. 

= cos= = isinz : c’est le nombre complexe de module 1 dont un argu- 

de 
Ô 

Z, est le complexe de module 2 dont un argument est 

ment est =: Or argz =-argz(2r). 

Z. est le complexe de module 1 dont un argument est 7 . 

Tr Ÿ NT ee 
e | Zél = (-cos%) +(-sin?) soit | Zl A Le 

Zé= cos? -isin ou Z6= cos “o :) + isin(r + :) 

os +a)=-cosa 

sin(r+a)=-sina. 

Z, est le complexe de module 1, dont un argument est à +T= ÊT. 

eZ; =2 soit Z;= 2{-c0s? - isin? ) 

En utilisant le même procédé que précédemment, nous avons : 

Z3= 2{ c05[r + :) + isin(r + :)) 

Z; est le complexe de module 2 dont un argument est x + + = FE. 

e En pratiquant comme pour Z;, nous avons : 

Z4 est le complexe de module 1 dont un argument est x + ë = Fe. 

; TT : : 
e|Z)=lilx|cos g_isin |, car le module d’un produit de nombres com- 

plexes est égal au produit des modules de chacun de ces nombres complexes. 

En utilisant le même procédé que précédemment, nous avons : 

: T Sole 
MIE cos=—isine = 1 donc |Z,| = 1. 
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msæl 

Un argument de i est 2 
Mob au 

5 Un argument de (cos? - isin? ) est —— puisque 
6 ë 

cos Z — isin Mes cos (2) 
6 6 6 

Or un argument d’un produit de pps Pets 0 est égal à la somme des 

2 
(er 
Z 
< 
X 
uj 
= 

arguments de chacun d’eux, donc Z est un argument de Zo. 
are 

Z, est le complexe de module 1 dont un argument est à 

@ 1 serait très maladroit d'écrire z, et z, sous forme a, —ib,, et a, —ib, 

avec a,, b,, a,, b, réels, puis de substituer dans le système. 

2Z,+2:=4 

(—21z, +2) =0 

27{+ 2 = 
1. Le sème | 4172 2. est équivalent au système 

2121 F0 d U 

271+Z2:=4 
ui est équivalent au système Et: 

Dire te = : 1+1)=d4i 
Un soit Z{ ) 

—21Z, +7, =0 Z = 212; 
équivalent à 

_4i(1 1) ; 

équivalent à i soit Fe donc f={1-1,2+2i}. 
=2+721i 

1 =-52 £2 

24 = 0e LEE ee 

Si 8 désigne un argument de z,, on a: 

4 hs 72 À T 
0 =-=— et 0=—-—, t 0 = —-. cos 3 et sin 2 SOI n 

Z, est le complexe de module \/2 et dont un argument est A - 

231 = V4 +4, soit |z,| = /8 = 2/2. 

me 2 (+) PE) 



: 2. : 
Si « désigne un argument de z,, alors cosa = 2 et sin = 

soit a = 7 
4 

z, est le complexe de module 2./2 et dont un argument est d: 

9 Nous savons que, si 8 désigne un nombre réel, l’image du point M d’affixe z 

par la rotation de centre O et d’angle @ est le point M’ d’affixe z’ telle que : 

z =ze". 
Donc, ici, nous avons r: € — € 

Le dir, 
-T iT 

ze z'=Z7e«4 ou z'= (+1 

Si 8 désigne un nombre réel, l’image du point M d’affixe z par la rotation de 

centre À d’affixe a est le point M” d’affixe z” tel que : 

z -a=(7z-a)et. 

2 

76 

Nous avons donc : z’ — É = ) = (e _ ; + i}e 6 

Bdonc: 3428 lil (45 13,5 

ES ijerz 28 4f60l) 
24082 4 4 

© 1. Dire que les vecteurs non nuls V, et V, sont colinéaires revient à déter- 
— — 

miner un réel non nul À tel que V, = AV, ce qui équivaut à z, =Àz, ou 

Zi 
= € R° car z, est non nul. Un nombre complexe est réel si, et seulement si, 

D, 

Z1 _ AE — =|—|=— ce qui équivaut à z,2, — Z12, = 0. 
FETE 

SON 
2. V, = AV, avec À réel non nul équivaut à x, +iy, = A(x, +iy) c’est-à- 

dire x1y2 =x2y1 = 0. 
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Nous avons : Z12= (x, —1y1)(x2 + 1ÿ2) =(xX1x2 + Y1Y2) +1(41Y2—X2;) 

” > | à: 
donc $m(z,Z;)=x;y—X2y,. V, et V, sont colinéaires pour $m(z,z,) =0 

ce qui amène Z1Z2 — Z122 = 0. 

L 

2 
li 
= 
< 
X 
Li 

3. z12 — 2122 = 0 équivaut à x, y, —-x,y, = 0. Comme aucun des vecteurs 

n’est nul, l’un des nombres x, ou y, n’est pas nul. 

; Y1X2 X2 X2 ep ME 
Si x, 40 alors y, = —©=7y, x —< et x,=x,x— donc V,=—<V.. 1 Y2 Yi 2 5 ) 1 

x 5% x] x 

V5 

Di 

x — — 
Si y, #0 alors Dee et PEN XT donc Vis vi. 

1 1 
=> =? Le 

Dans les deux cas V; et V, sont colinéaires. 

, “ 1 ee = 2 L #° 

L'expression 3: (122 —Z12)=X;Y —XY, représente l’aire du parallélo- 

ÿi 

; — (x; (x 
gramme construit à partir de V, et V, avec V, et V, : 

V3 

® 1. O est le milieu de [BC], 
a — 

donc -OB = OC. 

Pansuite 2727 
OB OC 

SOit DC. 
—— 

2. AC a pour affixe c-a=-b-a. 
—> 

AB a pour affixe b — a. 

Par suite: AC2=|-b-al/? 

ee) 
AB?2=|b-a|? 

AB2=(b-a)(b-a) 

«ABC isocèle en À » équivaut à AB? = AC? 

(b—-a)(b-a)=(-b-a)(-b-a) 

(b-a)(b-ä)=(-b-a)(-b-à) 



bb ba ab + aa = bb + ba + ab + aa 

0 =2ab +2ab 

or b=b (avecbZ#0), car be R* 0 = ab + ab 

O=(a+a)b 

0=a+a. 

> — À 
3. Pour U et V deux vecteurs non nuls d’affixes respectives z et z’ : 

A 1 2? = 7 
MVL =(22 220): 

AT 7e Hrn7e) 
AB "AC AB—_AC 

— ] Li 
"AC=5SICb-a)(b-a)+(Çb-a)(bra)] 

el ee Le 
RCE STORE CCS | 

— — ] El PL Ver 2194 : 
"AC = 5 bb + ba — ab + aa — bb + ba — ab + aa], avec bat 

—? il s = : = ler " 

AC=;(2aû—2bb), soit "AB: AC= 44h 

x . EE  ——, 

Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si AB - AC = 0, 

c’est-à-dire b2 = aa. 

@® 0. Soit ABCD un carré. 

Considérons le repère orthonormal direct d’ori- 

gine À dont les axes sont portés par les droites 

(AB) et (AD). 

L’affixe de A est z, = 0, celle de B sera appe- 

lée b et, par suite, zc = b +1ib et z, =ib puis- 

que ABCD est un carré direct. 
— 

AC a pour affixe = = b+ib 
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ei 
BD a pour affixe Z> =ib—b. 

Or:ib—-b=ib+ib=i(b +ib). 

Us 

D'où : BD = AC (conservation des distances) et (BD) L (AC). 

Les diagonales d’un carré sont de même longueur et perpendiculaires. 

b. Soit ABCD un losange. y 

Considérons le repère orthonormal direct 

d’origine À dont l’axe des abscisses est 

porté par (AB). 

D est l’image de B dans la rotation de cen- 

tre À et d’angle 86. Dati 
2) PCR Lin “are D'où : z, = ei9z, , soit zn = beï®. 

P É D A(0) B(b) : 

= . nm . 

Donc BD est l’image de AC dans une rotation d’angle 

= — — 
De plus : AC = AB + BC 

_— = — 
AC = AB + AD donc z-=2Z7 ;+7-:. 

ACAS MN AD 
De même : = =ZD=2B= (b — beiïf), 

4 Ron l 
On utilise la formule U : V =," +22) 

LUN. 
avec U = AC et V =BD donc z=b(1+eit) et z° = b(1-—eit). 

Alors : zz/+2z/=b(1+ei®)b(1—e-i0) + b(1 +e-i0)b(1 — ei0) 
=be|(et)(L=eit)+(æe)(—e)] 
= b[eiô_e-0+e-i0 _ ei] = 0 

—  — 
Donc les vecteurs AC et BD sont orthogonaux. 

> = 
® 1. Dire que les deux vecteurs non nuls V, et V, sont orthogonaux revient 

= = 
à déterminer un réel non nul À tel que V, =ÀV,, ce qui se traduit par 

: CIO. 
z,=iAz, soit —=iÀ, car z, est non nul. Or, un nombre complexe est un 2 Z 

imaginaire pur si, et seulement si, 1l est égal à l’opposé de son conjugué. Par 

ù Zi Z Zi DA NOR 0 conséquent, lo) ET. ce qui équivaut à Z1Z2 + Z1Z2 = 0. 
2 Z2 Z2 



> _— | - 
2. La relation V, =iAV, avec À réel non nul est équivalente à z, =iÀz, 

x,= À 
c’est-à-dire x, +iy, =iA(x> +1y) soit 

Y1 = x 
ce qui équivaut à x,x, + y,y, = 0 qui est l'expression du produit scalaire 

>} X; —> X) 

des deux vecteurs V, et V; 1 
vi Da 

Nous avons : Z122= (x —-1y1)(% +192) =(x1%2 + Y132) + 1(X1Y2 — Xi) 

— TR 7 L 

donc Re(z,z;)=xX,x +y,Y2. V, et V, sont orthogonaux si, et seule- 

ment si, Re(z,z2) = 0 soit Z12Z2 + 2122 = 0. 

ERPPA TT NT 
3. L'expression 5 (12 + Z122) = 51201%2 + ÿ1)2)1= X1X2 + Y1Y2 

> = 
s’appelle le produit scalaire des vecteurs V, et V, dont les affixes respec- 

tives sont z, et Z2. 

® 1. Soit A un point d’affixe a et un vecteur directeur de cette droite D 

d’affixe u. M d’affixe z appartient à D si, et seulement si, AM et Fe sont coli- 

néaires, c’est-à-dire s’il existe un réel À tel que AM = }u soit za = }u. 

La droite D est représentée par l’équation complexe z = a + Au, Àe R. 

2. Soit D une droite passant par deux points À et B d’affixes respectives a et 

b. Un vecteur directeur de D est alors le vecteur AB d’affixe ba. La 

droite D est représentée par l’équation complexe z = a + A(b-a), 

ÀeR. 

3. Trois points À, B et C d’affixes respectives a, b et c sont alignés si, et seu- 

lement si, À =B (1) ou À ZB et il existe un réel À tel que AC = \AB (27 

(1) se traduit par a = b 

(2) se traduit par : « il existe un réel À tel que c — a = À(b— a) » avec b+a 
ce Wie ; a ; 

ce qui équivaut à « b—-aÆ0 et D est réel » 
-a 

ce qui équivaut à « ba 40 et (= £ 
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ce qui équivaut à « b-a#0 et —T= © , 
baba 

ce qui équivaut à « b—a#0 et (C-a)(b-a)=(c-a)(b-aà) » 

ce qui équivaut à « b—a#0 etbhc-ac-ba+aa=ch-ab+aa-ca » 

L 

2 / 

Lis 

Z 
< 
x 
Lis 

> 

ce qui équivaut à b# a et (ab-ab)+(bc-bc)+(ca-ca)=0. (3) 

et nous remarquons que si b = a la relation ci-dessous est vérifiée ; 

donc cette relation (3) regroupe les situations (1) et (2). 

C’est une condition nécessaire et suffisante pour que À, B, C quelcon- 

ques, soient alignés. 

4. Soit D une droite déterminée par 2 points distincts A et B d’affixes a et b ; 
D est l’ensemble des points M, d’affixe z, tels que les points À, B, M soient 

alignés. 

Utilisons la condition nécessaire et suffisante (3) avec c = z. 

Elle se traduit par : (ab—ab)+(bz-bz)+(za-za)=0 

ce qui équivaut à (b—a)z-(b-a)z+ab-ab=0 

remarquons que b-a#0, b-a#0 et ab-—ab est imaginaire pur 

car (ab- ab) =aäb-ab=ab-äb=-(ab - ab). 

On obtient une équation de la forme uz-u z +y =0 avec ue C, 

y imaginaire pur. 

Réciproquement : étant donnée une équation complexe de la forme (E): 

ue C° 

v imaginaire pur 

on peut trouver au moins un point À d’affixe a vérifiant cette équation, puis un 

uz—uz +vy=0 se | 

point B d’affixe b tel que b-a=u  ; alors ce point B vérifie aussi l’équation 

(Ë) et cette équation (E) caractérise la droite (AB) et l’on a v = ab — ab. 

® 1. Remarquons que wz+wz =2%e(wz), l’ensemble considéré admet 

Re RE l à 
pour équation cartésienne ux + vy — ST 0. Le nombre complexe w étant 

non nul, il s’agit de l’équation d’une droite. 



2. L'équation de D peut s’écrire sous la forme wz+wz -1=0 avec 

w=a+ib etl=-2c 

D de Exercices de synthèse 

© 1. La somme des coefficients respectifs affectés à À, B et C étant non nulle, 

nous pouvons écrire : 

(— 1441 006 = COÛT O8 £ oc 

En appelant g l’affixe du point G, nous avons : 

g=-Z\1+28+t/c 

g=-3(1+i/8) +30 + 51/3) +3(1+i43) 

9 5 AE g= (- Pre 3) +i(- AN = 5 V3 + ie) 

Soit:g=3+i/3. 

; , 27 SRE : 5 
2. La rotation de centre G et d’angle 3. associe, à tout point M d’affixe z, le 

:27 
point M” d’affixe z’, avec z’-g=e 3(z-2). 

;27 27% 
Ilsensut27, 2e 07e 2) avec 

2 m3 ++) 5-59) 

NE +(> +8 )oi5) 

1=H VB ENG 

»=0. 

.2T 27 
.=g+e (ZR-8£) 

=3+i/54(-4is 

=3+i3+(5+) 
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< SAME 3. 9 
Zn= 3 HN SNS ins 5 

2e 
Ze=g+te *(Zc-8) 

Ze=s+8+( +15), 3 if) 
Dan? 

2 TO AS 2007 2 002 

AE cs LOUER SON S 
à 

soit Zc=3. 

Nous avons : A’=0O 

B’ appartient à (O ; ÿ) 

C” appartient à (O ; u). 

Le triangle A’B’C” est un triangle rectangle en A’. 

Ce triangle A’B’C’ étant l’image par une rotation du triangle ABC, on 

en déduit que ABC est un triangle rectangle en A (conservation 

des angles.) 

© 1. Résolution dans C de l’équation 72 — z + 1 = 0. 

A=]1-4=3i2=(i/3). 

: L lEiN32 : 
Les solutions cherchées sont : z, = ne soit z,=-—i 

mere 

ME 

D: 

Z , SO Z, = = +i—-. ?) 2 2 

Z2tl_3+i43 

HE MPORTATE 

CR NCENDEETELNEN M UANEr 
zitl  94+3 12 2x 



Z+1 5 
Nous remarquons que = Z), avec Z, = € *. 

F2 

Z2+1 eat 
a pour module 1 et un argument égal à —- 

Z1 +1 3 

3. Nous avons: z,+1=27;-(-1)=2 -2c 

et Zu +1=2z-(-1)=2 -2c. 

D Mr -Z 
Soit : =. 

Z2 — Zc 
D’après le cours, nous savons qu’un argument de est une mesure de 

6 AE 
= so UT 

l’angle (CA , CB), soit 5 

Le triangle ABC est isocèle en C puisque C € (O0; ü ) et car À et B sont 
— — 

symétriques par rapport à (O ; ü ). Comme de plus (CA , CB) a pour 

mesure : nous en concluons que le triangle ABC est équilatéral. 

( 

| 
| 

} 

| 

M0 1 
XIVe - ur (x, y) (0, ur 2 (x, y) # (0, 0) 

IR OR UV 
x” +iy”= ? x2+y2 

x’ +1y’ = 
y x2 + y? 
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4 > ; + , X Il s’ensuit : x” = ———— et y rs 
X PIE se 

Lau: + 1 1 
ZB A En utilisant (1) avec To ty=;; nous avons : 

CAC 0 

C'est-à-dire x’ =-1 et y’=1 etzf=-1+i. 

Zn =—-2-i. Enutilisant (1) avec x =-—2 et y =-1, nous avons: 

RL Re Re 
C2) Chr E 

1 2 » = e / 2 / 2 Q 
C'est-à-dire x LL et y Le et Hi Do 

PR Det er : 
2. OB a pour affixe Bd: ; OB” a pour affixe zp = 1 +i. 

2 DA) 

—> 
Remarquons que z8 = 228. Il s'ensuit que OB’ = 20B et, par conséquent, 

les points O, B et B” sont alignés. 

Re + 2e 
OD a pour affixe z, =—-2-i; OD’ a pour affixe zp = si 

1 ; pre TP Pas 
Remarquons que : Zn = 32D: Il s’ensuit que OD” = ;0D et par consé- 

quent les points O, D et D’ sont alignés. 

3. Pour montrer que À, B’, Cet D’ sont situés sur un cercle de centre B, il 

suffit de prouver que BA = BB’ = BC = BD’. 

BA=}z 7, 

BB’=}Zz8 -2p/l, Soit BB'-|+ 



BC— [8 — Ze, Soit 

BD'=|z8-2p/, soit 

— ile he 2 
d’où BD” = L+æe pe 

Il s’ensuit que les points A, B’, C et D’ sont situés sur le cercle de centre 

B et de rayon 

sr rez 
équivaut a 

Z "21 

z+l _z+1 

AD 

KE) 
z#21 z #21. 

ed PO HN ua) 

Soit z = x + yi avec (x ; y)e R?2-{(0 ; 2)}, alors: 

272% C2 = jy. 

dix — 2iy+4i=0 
(*) équivaut à équivalent à 

. ME À 

21(2x-y+2)=0 =: 2x-y+2=0 
soi 

(x; y) #(0 ; 2) (x:9)#(0 52) 

Donc l’ensemble des points M(z) tels que Ze R est la droite d’équation 

2x—-y+2=0 privée du point B(0 ; 2). Cette droite n’est autre que la 

droite (AB) passant par le point A d’affixe a =—1 et le point B d’affixe 
b=2r 
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On a: Z=— etZe R équivaut à M(z)Ee (AB)-{B}. 

TD = 

AD 

Z imaginaire pur At \ 
équivaut à 

{ +2i)(z2+1)=-(Z +1)(z-2i) 
soit +] : 

= -Ÿ ADI 
le 21 

. |2zz +z+z +2i(z-7)=0 
soit | 

RE20ù) 

RS ENS nu 
soi car z-z =21y 

(y) Æ(0L22) 

1) 5 
(x+3) HE 

(x; y) Æ(0 ; 2). 

L'ensemble des points M(z) tels que Z est imaginaire pur est donc le 

E 
cercle de centre (- ; 1) et de rayon 7° privé du point B(0 ; 2). 

ARS ne ' 
équivaut à 

(x: y)#(0 ; 2) 

Ce cercle passe par O et par A(-1 ; 0) et [AB] a pour milieu I, c’est donc 

le cercle de diamètre [AB], privé de B. 

3. arg(Z) =; (2x) équivaut à Z=-Z etimz > 0 

x2+y2+x-2y= 0 
Et (Gr 2 »)=s (Os 2). 

2x-y+2>0 CHIC ) 
ce qui équivaut à 

Ce qui équivaut à « M(x ; y) appartient au cercle de diamètre [AB] et au 

demi-plan contenant O défini par la droite (AB), les points de (AB) étant 

exclus du fait de l’inégalité stricte ». 

L'ensemble des points M est le demi-cercle passant par O de diamètre 

[AB], A et B exclus. 



EE L'épreuve 

@ 1. a. Z‘-1=(Z2-1)(Z2+1) 
A PeCIZEDC-DCPD 

b. P(Z)=0 équivaut à Z = 1 ou Z=-1 ouZ=iouZ=-i. 

Donc S={-1;1;i; —i}. 

c. D’après la question précédente, nous pouvons écrire : 

z#1 

2z +1 

z— 1 

Zef-1;1;1;-1}. 

ce qui équivautà 4Z= 

REA Il 

Pour Z =-—1, on obtient PE 2z+1 équivalent à: 

z#£l LR Ex il 
soit 

—z+1=27+1 Dax, 

RE 

Pour Z = 1, on obtient \— 2z+1 équivalent à: 

Al ._ AzEi 
soit 

zg—1=27+1 —2 =. 

zÉ]l 

Pour Z =1, on obtient . 2z+1 équivalent à: 
1= —— 

z-1 

z—1 

z- 1 

z#] … |z# 
x soit 4 . s 
1(2—-1)=2z+1 ({i-2)z=1+i 
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zÆl 

soit (1+i)(-2-i) ouencore 
Z = ——— 

5 

z#1 

Pour Z =-—i, on obtient . 2z+1 équivalent à: 
AI==——— 

z—1 

PEN | az 
; soit . 

—1(2—-1)=2z+1 

zÆl 

soit (1-i)(-2+i) ouencore 
L = — © — 

5 



b. Le cercle passant par O, A, B et C, s’il existe, a son centre situé à l’inter- 

section des médiatrices de [OA] et [BC], c’est-à-dire le point d’affixe —1. 

Nous avons : 

1 . 3 ? 
IO=MAE IR EIC— (-i+1) +(-2-0) = 

Les quatre points O, À, B et C sont donc situés sur le cercle de centre I 

d’affixe —1 et de rayon 1. 

3. Voir figure page précédente. 

1 
Pr ARE PAT 

dés Gr 21 

d CRE 

dec thai) (21) 
% 5 

Or 2=n=22x (202; et ( 

donc = 2 co 

Ou encore : Z/= 2 /3{ cos?) = isin(?)). 

Nous avons : 2 = 2€ =2,/2 soit Ep = 22. 
d—c 

Lan T ; 
Nous avons aussi (CD , CA) ce (2x) puisqu’un argument de z’ est 

— — 
une mesure de l’angle (CD , CA). Comme le triangle OCA est rectangle en 

C, nous en déduisons que la droite (CD) est la bissectrice de l’angle 
— — 
(CO , CA). 
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. 

@ 1.A, et A, sont les points d’affixes respectives a, = 1 et a, =e 1? dans le 

plan rapporté au repère orthonormal direct (O ; ü ; ÿ). 

a. Soit a, are du point À, image du point A, par la rotation r de centre O 

2 
(Pr 
2 
< 
x 
Li 

et d angle Æ D 

À tout point M d’affixe z, r associe le point M’ d’affixe z’ défini par z/=e ia 

HIS ; ;27 T 

D'où do ce. UE e'6. 

L'expression algébrique de a, est : 

N3 #13 T 
a Co ione = t 
2 6 ct C2 

b. Soit I le milieu du segment [A, A, ] d’affixe z.. 

SE J3 + 
ao + @ DiaUEo 

Nous avons : = = —— 

5  — 
2. a. OI et OA, admettent pour affixes respectives 

gl LU ir 
e 12 e 12 + eu2 

RE QE CE CR DD) Or 5 cos Xe : 

—> 

On en déduit que OI= (cos £ 12 



Re aie . . “ 

Ce qui prouve que les vecteurs OI et OA, sont colinéaires, c’est-à-dire que 

les droites (OI) et (OA) sont confondues. 

> 

b. Nous avons montré à la question précédente que OI admet pour affixe 

T Fe 
— | X : (cos) e 

Il s’ensuit que I admet pour affixe (cos =) x en, 

c. On déduit des résultats précédents que : 

(cos E)x (cos + Le 

cos -L + 1COS — AE = à 
12 12 n° = 4 

oz _8+443 
12 16 

Puisque l’on a cos > 0 (5e 2 on en déduit que : 
12 

. EE us 

De là, on tire : 



2 Fonctions numériques 
LE COURS ND 

Éléments de symétrie 

@D Définition 

Une fonction numérique de A vers B(ACR, BCR) est définie par la donnée 

der 

° À : ensemble de départ ; 

e B : ensemble d’arrivée ; 

* et d’une correspondance permettant d’associer à tout élément x de A un élé- 

ment y de B au plus. 

© Image 

Sibe B est tel que f(a) =b pour a € À, on dit que b est l’image de a par f. 

On dit aussi que a est un antécédent de b par f. 

L'ensemble de définition de f est l’ensemble des éléments x de A qui ont une 

image par f. 

€) Fonctions paires et fonctions impaires 

Soit f une fonction numérique et %, son ensemble de définition. 

On dit que la fonction f est : 

* paire lorsque pour tout x € 3,, -xe 3, et f(-x)= f(x); 

° impaire lorsque pourtoutxe ®,, -xe ®, et f(—x)=- f(x). (61 



à 

@D Centre de symétrie. Axe de symétrie 

Soit f une fonction numérique de courbe représentative (6,) dans un repère 

orthogonal (0 ; ; “ du plan. 

m f est paire si et seulement si (O ; j) est un axe de symétrie pour (€). 

m f est impaire si et seulement si O est un centre de symétrie pour (6). 

m Le point I(a ; b) est centre . symétrie pour (6) si, et seulement si : 

pour toutxe ®,, 2a-xe9 © f(24= x) + T(x)=2b. 

La droite etes X=0 . un axe de symétrie pour ve si, et seulement si : 

pour tout x € %,, 2a — xe 9; et f(2a—-x)— f(x) =0 

@ intersections 

m Les points d’intersection des courbes représentatives des fonctions numéri- 

ques f et g ont pour abscisses les solutions de l’équation f(x) = g(x) pour tout 

res f N ÿ 

m Les solutions de l’équation f(x) =m, me R, sont les abscisses des points 

d’intersection de (&;) et de la droite d’équation y = m. 

Limites 

@ Limite nulle 

Une fonction numérique majorée en valeur absolue par une fonction admettant 

pour limite 0 lorsque x — x, ou x — +c ou x — — a elle-même une limite 

égale à O. 

Si |f(x)| & w(x) avec lim w(x)=0, alors lim f(x) = 
DR Xp > X0 

@ Limite à l'infini. Limites infinies 

m lim x'=+ (ne N*); 
X — +00 

lim x%=+ (ne N*,n pair) : 
X — —c 

lim x=-cœ (ne N*, n impair). 
SCD 
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m f et g désignent deux fonctions dérivables sur [a ; +c[ . 

Si g(x) = f(x) pourtoutx = a, ae R,et lim f(x)=+c, 
X— +o 

alors lim g(x)= 
X — +0 LE COURS N 

f et g désignent deux fonctions dérivables sur [—ce ; b[ . 

Si g(x) < f(x) pour tout x < b, be R, et lim f(x) =-c 
X — —© 

alors lim g(x) =-c 
X — — co 

Il rs fs 
M lim —=0; lim —=0,neN*; lim —=+,neN 
5 + xT X — —c x—0 X 

x>0 

1 * 1 * lim +o, ne N*, npair; lim —=-, ne NX, nimpair 
ES DEC x sa 

x I0 x < 0 

ŒSi lim f(x) =0, alors lim et lim mél 
x— a x a Fa x—a |f(x)| 

Se) VAT 

# La limite à l’infini d’une fonction polynôme est la même que celle de son 

monôme de plus haut degré. 

La limite à l’infini d’une fonction rationnelle est la même que celle du quotient 

des monômes de plus haut degré de son numérateur et de son dénominateur. 

B Asymptotes : 

eSi lim |f(x)| =+c, alors la droite d’équation x =a est asymptote à la 
IC 

courbe représentative de f. 

e Si f(x) s'écrit a + g(x) avec ui g(x) =0 et LE _8()= 
x — +09 

alors lim US Le. _JG@)=a. 
X — +0 

La droite Dane y = a est alors une asymptote à la courbe représentative de f. 

e Si f(x) s'écrit ax + b+g(x) avec ue _8@)=0 ou lim g(x)=0, alors 
X — — 0 

la droite d’équation y = ax + b est une asymptote à la courbe représentative de f. ( 63 



EE + 

64) rapport 
SR 

@ Limite de fonctions composées 

Si lim g(x)= € et lim f(x) = €”, alors lim (f o g)(x) = €”. 
x—t HAN XX) 

Continuité 

# Une fonction est continue sur un intervalle lorsque sa courbe se trace d’un 

« trait continu » sur cet intervalle. 

æ Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I et a, b deux réels 

dans I. Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe un réel c compris 

entre a et b tel que f(c)=Kk. 

Corollaire : Si f est une fonction continue et strictement monotone sur [a ; b], 

alors, pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), l’équation f(x) =k a une 

solution unique dans [a ; b]. 

m Les fonctions polynômes sont continues sur R, les fonctions rationnelles sont 

continues sur leur ensemble de définition. 

Dérivation 

@ Dérivabilité 

# Soit une fonction numérique f et un réel x, appartenant à un intervalle ouvert 

T'inclus dans Ÿ,. 

On dit que f est dérivable en x, s’il existe un réel a et une fonction tels que 

pour h voisin de zéro : 

f(xo+h)=f(xo)+ah+ho(h) avec AUOT" 

a est appelé nombre dérivé de f en x, et noté f’(x,). 

æ Pour qu’une fonction numérique f soit dérivable en x, il faut et il suffit que le 

UE + h) A) 
h ait une limite finie quand h tend vers 0. 
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© Tangente 

Soit (€) la courbe représentative d’une fonction numérique f dans un repère 
> > 

(O;i, j) du plan. Soit M, (x ; f (Xo)) un point de (6). 

Si f est dérivable en x,, alors l'équation de la tangente en M, à (€) est : 

3 = f Go) = (0)(x = 0). 

LE COURS D 

€D Fonction dérivée 
L 

# Si une fonction f définie sur un intervalle I est dérivable en tout point de I, on 

dit que f est dérivable sur I. 

# L'application, qui à tout x de I associe le nombre dérivé de f en x, s’appelle 

fonction dérivée de f notée f”. 

@D Formules à connaître 

Ensemble 

TE2) 1002 de Résultats importants 

dérivation 

u, v, f désignent des fonctions 

dérivables sur I : 

a 0 R (uv) =u'v+uv’ 

x l R Qu)=i\u’, (teR) 
u” 

x2 2x R (WE , u>0 
2 lu 

x (ne Non nxil R (Er aue l (re Ni) 

1 _— R (2) 0 
x Xe u u? 

. = R° CES 
2x “3 1) VLRR 

sin x COS x R Si g(x) = f(ax+b), 

cos x =sinx R alors g’(x)=af'(ax+b) (65 



66) 

Sens de variation. Points remarquables 

© Sens de variation et dérivée 

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. 

um f est croissante sur I si, et seulement si f’(x) = O pour tout x de I. 

& f est décroissante sur I si, et seulement si f’(x) < O0 pour tout x de I. 

& f est constante sur I si, et seulement si f(x) =0 pour tout x de I. 

©) Extremum 

& Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et x, appartenant à I. Si la 

fonction dérivée f ” s’annule en x, en changeant de signe, 

alors f(x,) est un extremum local de f sur I. 

a Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. 

Si f admet un extremum local en un point x, de I alors f’(x,) = 0. 

Composée de deux fonctions numériques 

& a, b, c désignent des réels ou bien +c ou —ce, 

Soit f et g deux fonctions : 

2 y= fr 22809) =8 (0). 
Sin) (6) Diet RTC alors lim LUCE eee 
LI 

æ Si f est dérivable en ax, + b, alors la fonction x + f(ax + b) est dérivable 

en x, et admet af ’(ax, + b) pour nombre dérivé en x. 
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FONCTIONS NUMÉRIQUES 

EB Comment calculer : 

& le nombre dérivé d’une fonction f en un point x, ? 

a. Si f est dérivable en x,, alors ce nombre dérivé est f’(x,). 

b. En calculant lim PCT CE0) ou lim FN Er 
X— X X—X) h=—0 

> Comment déterminer une équation : 

E d’une tangente en un point M, d’abscisse x, de la courbe représentative de 

la fonction f ? 

a. En montrant que f est dérivable en x, et en appliquant le résultat 

Y — F(Xo) = F (xo)(x — x). 

b. En sachant que cette tangente est parallèle à l’axe des ordonnées lorsque f n’est 

2. CT) EI) FE 
pas dérivable en x, et lim —— =+c ou —c, L’équation est alors x = x,. 

X — X) X—X) 

€3 Comment déterminer une équation : 

E d’une asymptote à la courbe représentative de f ? 

a. Lorsque lim f(x) =+c, alors la droite d’équation x = x, est asymptote à la 
XX 

courbe représentative de f. 

b. Lorsque Du HE (ou Jia PE Yo ) alors la droite d’équation y = y, 

est ne à 1 courbe ete de f au voisinage de l’infini. 

c. Lorsque lim (f(x)—(ax+b))=0 (ou lim (f(x)—-(ax+b))=0) 
X — +00 X— — © 

alors la droite d’équation y = ax + b est asymptote à la courbe représentative de f 

au voisinage de l’infini. 

> Comment montrer : 

B que f réalise une bijection de I sur J (I et J intervalles de R) ? 

a. En montrant que tout élément de J admet un unique antécédent dans I : pour 
tout & € J, l’équation f(x) = & admet une solution unique dans I. 

b. En montrant que f est continue sur I et strictement monotone sur I avec (I) =]. 

DS = = — 
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€D Comment démontrer : 

BE une inégalité du type A(x) <= B(x) ? 

a. En montrant que A(x)—B(x) <0 pour tout x appartenant à un intervalle 

donné. 

b. À l’aide de la monotonie de la fonction À : 

h(A(x)) < h(B(x)) équivaut à A(x) <B(x) pour À croissante 

sur un intervalle choisi. 
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PIÈGES À EVITER 

© Questions, affirmations... 

Les affirmations ou résultats suivants sont-ils vrais ? 
justifier la réponse avec précision. LE COURS D 

DT. lim (4/x-2x+5)=-00. 
X — +0 

2, inurris; 
ES Cros) — 

Dites 
x—-3 X+3 

x <=3 

b- 4. La fonction numérique f définie par f(x) = /x-2 est dérivable sur 

E;=[2; +. 
di 

D 5. La fonction numérique f définie par f(x) = ms réalise une bijection de 

R sur [0 ; 2[. be 

D 6. La fonction numérique f définie par f(x) = x? + L pour x > 0 tend vers 
D 

+ quand x — +, car f(x) > x? pour tout x > 0. 

B- 7. La droite d’équation y =2x+ 3 est asymptote au voisinage de l'infini à la 

courbe représentative de la fonction f défime par f(x) = 2x + 3 + Ê pour N2 
ET). 

La différence de deux fonctions non dérivables en 0 est non dérivable en 0. 

Soit a, b, c trois réels et f la fonction définie sur R par f(x) = ax?+bx+c, 

dont la courbe représentative est une parabole (@). 

On suppose que (@) passe par le point A de coordonnées (1 ; —1) et admet 

en ce point une tangente de coefficient directeur —1. Alors : 

a. f’(-1)=-1, car la dérivée représente le coefficient directeur de la tan- 

gente en À ; 

b. f(x) =x2-3x+ 1 est une solution ; 

a-b+c=-1 
c. 

2a+b=-1; 
a) . 2 2 (HENCEEI 

d. il existe une unique fonction f vérifiant les conditions de l’énoncé. (69 



b 10. Soit la fonction numérique f définie par f(x) = Nx2 + x +1. Alors : 

2x+1 b rdyasé Dir hl, 

24x2+x+1 2 

c f'(x)=2(2x-1)2+x+ 1. 

D 11. Soit f la fonction numérique définie par f(x) = sin2xcos2x. Alors : 

a. f'(x)= 

D 12. Soit f la fonction numérique définie par f(x) = tan(1 + x2). Alors : 

a. f'(x)=2x(1 +tan2x) ; b. f(x) = a 
cos2(x2 +1) 

c. f(x) = x[1 + tan?(1 + x2)]. 

D 13. Soit f la fonction numérique définie par f(x) + pour x£-1. 

Alors : Li 

a. lim f(x) =2; b. lim f(x)=+0:; c. lim f(x) =0. 
nil x —0 Dr ut 

5) 

D14.a in 0" 
x—01+x2+3x5 3 

Mn = cs: 
X — +0 

15. Soit = #1 
Nx4 + x2 

a. lim FO) IE b. lim FO); ©." limif() = 1. 
X = x = x = 0 

_AIlOrS:: 

x 0 x<0 

D 16. lim (/x2+x+1-x) =. 
er 2 

a. 0; HR LE d. +; e. n'existe pas. 
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e. n'existe pas. 

lim (sinx){ sin })= ... 
X — +0 SE 

a. sin2(1); b. 1; ie 
e. aucune des solutions précédentes. 

LI 

D 19. costx est égal à : 

cos 4x + 4cos2x +3. Fi cos4x— 4cos2x +6. 

8 ? 16 R 

sin4x + 4cos2x +6. d. sin4x + 4sin2x +3 

8 : 16 

D 20. cos?x est égal à : 

: 1+cos2x. b —1+cos2x. 1+2Cos2x, d 1 —sin2x 
2 D , e 9 , . SUP LES » . FE a 

D 21. a. Pourtout xe [-1:;+c[, Vx2(x+1)3=x(x+1)/x+1. 

b. Pour tout x de R*, /2+x2=x 
ÿ 

c. Pour tout x e ]1 ; +, 

© Réponses 

Pour tout x > 0, 4 /x-2x LS ee DE 2) 
x X 

Nous avons: lim (£-2+i)-2, donc lim (4/x-2x+5)=-00. 
x + x À X — oo 

La réponse fournie est correcte. 

4x1 . 
Pour tout x < O0, 

x +3 

La réponse donnée est correcte. 



B 3, Nous avons: lim (x+3)=0- et lim, (re D ES; 
: Jr x — —3 

ve x <—3 

Donc lim she +. Le résultat proposé est vrai. 
x-3X+3 

x <-3 

B- À, fest la composée de x > x-2 par X > /X. 

La fonction f n’est pas dérivable en 2 puisque la fonction X + NX n’est 

pas dérivable en 0. 

Pour tout & de [0 ; 2[, l’équation f (x) = & est équivalente à : 

2 
= @ ouencore (2—@)x? = 50 

x +5 
ot 

= Ca 2 
"VLoeg 

L'équation f(x) =@, avec 0 < ax <2, admet deux solutions, donc f ne 

réalise pas une bijection de R sur [0 ; 2[. 

B Autre méthode : 

20x 
fest dérivable sur R et f’(x) = G+5p 

Tableau de variations de f 

BA — Co 

. 

Signe de f’(x) 

Variations de f 

Ceci permet de conclure que f ne réalise pas une bijection de R sur [0 ; 2. 

6. La réponse est correcte puisque f(x) > x2, pour tout x >0 avec 

lim x2=+0, 
X — + © 

5 > 7, Pour tout x 0, FCO Co) avec lim 2 
55 X — + X 

La droite d’équation y = 2x + 3 est donc asymptote à la courbe représenta- 

tive de f au voisinage de l’infini. 
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B 8. La phrase est fausse car : 

fix 2 x+x n’est pas dérivable en 0 

LE COURS gx x2+3x+ 2 /x n’est pas dérivable en 0. 

h(x) = f(x) - g(x) 
et pour tout x = O, : 

h(x)=-x2-2x donc h est dérivable en 0 

Li 

NEaUXe 

NII 

. Vrai ; 

Faux. 

Fauxe 

. Faux ; 

. Faux; 

. Faux; 

s Vits 

. Faux ; 

. Vrai ; 

. Vrai ; 

aux 

b. Vrai ; 

b. Faux : 

b. Faux : 

b. Vrai 2 

b. Vrai ; 

b. Faux ; 

b. Vrai ; 

b. Vrai ; 

b. Faux ; 

b. Faux ; 

b. Faux à 

b. Faux ; 

b. Faux S 

. Vrai ; 

. Faux ; 

. Faux ; 

SNA 

(fonction polynôme dérivable sur R). 

d. Faux. 

. Faux. 

. Faux ; 

. Faux. 

. Faux. 

. Faux ; 

. Faux. 

e. Faux. 

e. Faux. 

e. Faux. 

HaUxe 

. Faux ; 

. Vrai. 
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GÉRER SES CONNAISSANCES 

Pour les exercices 1 à 3, indiquer si les propositions sont vraies 
ou fausses et justifier. 

D 1. 

> 2. 

Soit la fonction numérique définie sur R par : f(x) = : + sin(nx). Alors : 

a. la fonction f est périodique de période 2 ; 

b. la fonction f est impaire ; 

c. pour tout réel x, on a f(x +2)= f(x) + L:; 

d. la dérivée f’ de fest périodique de période 2. 

& Réponses : a. Faux ; b. Vrai; c. Vrai;  d. Vrai. 

E Justifications : 

a. Pour tout x réel, f(x + 2) = Le + sin[r(x +2)] 

fx +2)=5+ 1 + sin(nx +27) 

f(x + 2) =5+ 1 + sin(rx) 

f(x+2)= f(x) +1, donc fn’est pas périodique de période 2. 

b. Pourtoutxe R, f(-x) = = + sin(—Tx) 

FE = — sin(nx), soit f(x) = (0), 
donc f est impaire. 

c. D’après le calcul effectué en a, on a, pour tout réel x, f(x + 2) = f (x) + 1. 

d. En dérivant la relation f(x + 2) = f (x) + 1, 

onobtient f'(x+2)= f'(x). 

f” est bien une fonction périodique de période 2. 

Soit f une fonction numérique de la forme f(x) = ; 
x+2 

(a, b,c)e R?, dont le tableau de variations est : 

ax? +bx+c x 
——, où 

x | __ 2 cs) 2; re 

Signe de f’(x) | ENARORS= — 0 + 

=) + co + co 

Variations de f De NT us Le 
+ co + co 7) 
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Alors : 

Ur = C+DG+3); 
a. pourtout xe R—-{-2}, f(x) De : 

b. C= 5: 

c. la droite d’équation y = x est asymptote à la courbe représentative de f 

lorsque x tend vers + co; 

d. la droite d’équation y = x +2 est asymptote à la courbe représentative 

de f lorsque x tend vers — © ; 

e. la groite représentative de f est au-dessous de son asymptote lorsque 

x <—2. 

& Réponses : a. Vrai ; b. Vrai; c. Faux; d.Vrai; e. Vrai. 

E Justifications : 

a. Réponse correcte. 

b. À l’aide de a nous déduisons : a = 1 et 2b-c=3. 

Or f(-1)=2, donc c-b=1, d’où b=4 et c=s. 

La réponse est donc correcte. 

Pt ne RE Er) = el 
x+2 x+2 

1 
MOD EME 

€. lim (f(x)-(x+2))=0; donc la droite d’équation y=x+2 est 
X — +0 

asymptote à la courbe représentative de f au voisinage de + ce. 

La réponse proposée est fausse. 

d. lim (f()-(x+2))=0, la droite d’équation y=x+2 est asymp- 
X — —o 

tote à la courbe représentative de f au voisinage de — co. 

1 
e. De plus f(x) — (x +2) = TG: 

Lorsque x < —2, = < 0 et f(x) -(x +2) <0, donc la courbe de fest 

bien en dessous de son asymptote au voisinage de — ce. 

B- 3. Soit f la fonction définie sur R par : pour tout x de R, f(x) = sin 3x-— sinx. 

Alors : 

a. pour construire la courbe représentative de f, il suffit d’étudier f sur 

[O0 ; x]; 
b. f'est dérivable sur R et pour tout x de R, f(x) =-4cos xsin?x ; 

(on donne cos p — cosg = -2 ne sin _ NE 

666500666680 00666660006860 0000009 200000000000 068 
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>> 4. 

£ ë T c. f est décroissante sur Lo ; ; : 

Rte: T 
d. fest décroissante sur [5 à 0! : 

e. pour tout k de N, 16 = ex) = fer = 5) 

H Réponses : a. Vrai; b.Vrai; c.Vrai; d.Vrai; e. Faux. 

B Justifications : 

a. xt sin3x est périodique de période T ; x sinx est périodique de 

période 2x, de plus f est impaire, donc l’étude de cette fonction peut 

s’effectuer sur l’intervalle [0 ; t] puisque sa période est 27 et qu’elle est 

impaire. 

b. fest la somme de deux fonctions dérivables sur R donc elle est dérivable 

surRet f ’(x) = cos3x— cosx, or (d’après la formule fournie) : 

COS p — COS q = -2sin 4 sin  … d'où (4) —=2sin2*simx, 

soit f'(x)=-4sinxcosxsinx puisque sin2x = 2sinxcosx. 

Finalement : f(x) =—4sin?xcos x. 
E] 

c. Pour tout relosôls cosx > 0 et sinx >0 avec cos? = 0 et 

sin0 = 0 donctf/(x)""0"$ur jo al et f/(0)=0 et f'(5)=0. 
Dr: T 

fest donc décroissante sur Lo : 4 

d. Sur 15 : of. sinx>0 et cosx>0, donc f’(x) <0 avec 

sf) =0 et f’(0)=0. Donc fest décroissante sur 5 ù 0! 

e. f est une fonction impaire, donc pour tout réel x, f(-x)=-f(x) et 

= — KT = (x - :) donc la réponse fournie est fausse. 

On sait qu’une certaine fonction f vérifie les propriétés suivantes : 

e f est définie et dérivable sur l'intervalle [—1 ; 3]; 

e f est positive sur [—1 ; 3]; 

e fCD=5; f(0)=1; f()=4 et f(3)=0 ; 
e f' s’annule en —-1, 0 et 1 ; 

© f” est strictement négative sur l'intervalle [1 ; 0]: 

© f est croissante sur l’intervalle [0 ; 1] et décroissante sur l’intervalle [1 ; 3]. 
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9600606666 6 © € » © 6 © © 6 » © © 9 © © © © © © © »® © © € 

& Solution : 

Les données se traduisent par : 

866606668006 068066066002600 00660060 000908506000 

©  —— 
e (77 

006000600666 0606660 060600296088  —— 



SUJETS Se préparer à l'examen 

Exercices d'application 

@ Déterminer les limites suivantes. 

a. lim 3*7+7x+1, 
#20 0) 

; 3x2+7x+ 1 

MU Prat 

PL SPEARS 

Se Cd) 

@ j; ct g sont deux fonctions dont les courbes représentatives sont données 

ci-après dans des repères orthogonaux du plan. 
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— 

QE RER RE ER ER 
} i SL 

| 

Avec les informations données par les graphiques, calculer les limites suivantes : 

e lim gof(x)=.. 
X — +0 

e lim fog(x)=... 
X — —c 

e lim go f(x) =... 
x 1 

x>l 

@e lim f o g(x) =... 
x —2 

Ne?) 

e lim fog(x)=... 
X = + 

e limgof(x)=.. 
x — 1] 

ee il 

e lim fo g(x) =... 
x — 1 

> il 

e limgof(x) =... 
x —2 

>? 

e lim go f(x)=... 
X — —c 

eo mo 2). 
x | 

Hal 

e limgof(x) =... 
x — 2 

LE) 

e limfog(x)=... 
x A 

De) 

© Les fonctions f, g, h et / sont représentées sur les graphiques suivants : 

| 



1. a. Vérifier que l’ensemble de définition de chacune de ces fonctions est un 

intervalle que l’on donnera. 

b. Quelles sont les fonctions monotones ? 

2. Préciser celles qui sont continues sur leur ensemble de définition. 

|| @ Tracer la courbe représentative de la fonction x +> E(x), fonction partie entière 

de x, sur l'intervalle [2 ; 3[ et en déduire les points où elle n’est pas continue. 

@ Soit f la fonction polynôme définie par f(x) = x7 + 3x5 — x + 2. 

a. Montrer que l’équation f(x) = 3 admet au moins une solution dans l’inter- 

valle [0 ; 1]. 

b. Que peut-on en conclure quant à la résolution de l’équation f(x) = m où m 

désigne un réel ? 

c. Que peut-on dire de l’image par f de l’intervalle [0 ; 1] ? 

Exercice de synthèse 

@ 1. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 3x2 — 5x — 2 
a. Factoriser f(x). 

b. Pour quelle valeur de x, f admet-elle un minimum ? Quel est-il ? 

c. Tracer la courbe représentative (@) de la fonction f dans un repère orthogo- 
> > 

80) nal (O ; à, j) (unités : 3 cm en abscisse et 1 cm en ordonnée). 
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D 

2. On pose A(x) = : : avec xe [0 ;21. 
Sr 

a. Calculer lim h(x). 
x = 2 

5 <9) 

b. Étudier les variations de A sur l'intervalle I = [0 ; 2[. 

c. Tracer la courbe représentative (‘€’) de la fonction À dans le même repère 

que (6). 

Li 

2 
< 
X 
Lis 

“ 

L'épreuve 

© On considère une fonction f définie et dérivable sur l’intervalle [1 ; 6]. 

Sa courbe représentative (6) dans un repère orthogonal est donnée ci-dessous. 

IF 
5 

La courbe (€) passe par les points A(1 ; 0), B(2 ; 1), D(4 ; 4)et E(6 ; 1). 

Les tangentes à la courbe aux points A et D sont parallèles à l’axe des abs- 

cisses. 

La tangente à la courbe au point E passe par le point F(S , 5). 

& Partie A 

Par lecture graphique, résoudre l’équation f(x) = 0 et donner le signe de f(x) 

sur l'intervalle [1 ; 6]. (81 



E Partie B 

On désigne par g la fonction définie sur l’intervalle ]1 ; 6] par g(x) = _ et 

(T) sa courbe représentative dans un repère orthonormal d’unité graphique 

2 cm. 

1. a. Calculer g(2), g(4) et g (6). 

b. Déterminer la limite de g(x) quand x tend vers 1. 

Que peut-on en déduire pour la courbe (T°) ? 

c. Dresser le tableau des variations de la fonction g sur l’intervalle ]1 ; 6] en 

donnant les justifications nécessaires. 

d. Déterminer f’(4) ; en déduire g’(4). 

2. Tracer la courbe (T°) ainsi que son asymptote et la tangente au point d’abs- 

cisse 4. 
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ND 

CORRIGÉS 

L'EXAMEN LS Exercices d'application 

Os. lim(x-2)(x+1)=0; lim (3x2+7x+1)=-3; 
x — -1 L x — -1 

lim {x-2)(x+1)=0-car lim (x-2)=-3et lim (x+1)=0+. 
Lil x — -1 x 1 

> il x>—1 x >—1l 

D'où: lim &=2)@+1)20+ et Jim 327+7%+1 Loc, 
x -1 3x2+7x+1 x-1(x-2)(x +1) 
x>-1 x! 

lim (x-2)=-3 et lim (x+1)=0-. 
x — -1 x —!l 

x <—I x <-1 

Do D RSR 3x?+7x+1 
SR SENTE x—-1(x-2)(x +1) 
mel x < 1 

Par suite, lim _3*°+7X* +1 n’existe pas, car : 
x—-1(x=2)(x+1) 

a 3x2+7x+1 sir 3x2+7x+1 

x 1(Xx-2)(x+1) x _1(x-2)(x +1) 
> —1 x < —1 

palm 3x2+7x+1 RE A D D LU y 
L, (Hi = lim e 

x -æ(x—-2)(x +1) x— -æ X7—x—2 do: il 5) 

x x 

lim 3X7+7x+1 3, 
x -{x-2)(x+1) 

dl che 
Ce Deméme in ÉLUS DS Ben HER 

L Met 2)(x F1) PE ©0208 

x x? 

3x2+7x+1 = 3, HMS 20 
x+o(x-2)(x +1) (83 



a. lim f(x)=+c et lim _g80)=2, donc lim (g0 f)(x)=2. 
X — + co 

nes (r)=725et in f()=4, donc pi APROCE 4. 
X — + © 

lim f)\=1fet im sG)=5 donc lim, (sc filr)2 
160 y X — — © 

Wine) liver Ju JOUE +c, donc QUAI 
= 

lim f(x)=-c et lim g(y)=1, donc lim (go f)(x)= 1. 
x 1 ÿ — — co x 1 

nil | DEMI 

or S(x)=0#et he FO) = f@)=3 , donc ie CPIOEE = 

ex Et 

lim f(x)="+ et" lim-2(v)=2#donctlime(e cf) (x) 2; 
xl! Y — +00 x 1 

ET RE à 

ce DN)=Sret = OPEN (ONE : , donc se (go f}(x) == 

il Hal 

he (x) = 4" enlim 2G SEC EE donc lim (go f)(x) == 
x—2 y 4 2 x—2 

2) EP 

lim g(x)=+c et lim f(y)=+c, donc lim (fo g)(x) = 
x—2 Y — +00 2 
A) UP) 

lim f(x) =4 et lim ee , donc lim D 
x—2 y — 4 2 x — 2 2 

© ne 

lim g(x)=-c et lim f(y)=1, donc lim (fog})(x)=1. 
x—2 Y — — x — 2 

D) >? 

(3 1. a. Nous avons : D=[-4;2], D,=[-4;5], 3,=[-4;2] et 
,=[-4 ; 2]. 

b. Les fonctions monotones sont et. 

2. Les fonctions continues sur leur ensemble de définition sont get h car 
les tracés des autres fonctions représentées ne peuvent s’effectuer d’un 
trait continu. 
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@ Représentation graphique de la fonction partie entière sur l’intervalle [—2 ; 3[. 

Par lecture graphique, nous pouvons dire que sur l’intervalle [—2 ; 3[, la 

fonction partie entière n’est pas continue pour les valeurs entières de 

TOR OME?2) 

@ 0. f est une fonction polynôme, elle est donc continue sur R et, par consé- 

quent, sur l’intervalle [0 ; 1] avec f(0)=2 et f(1)=5. Or, 3 appartient à 

l'intervalle [2 ; 5] donc d’après la propriété des valeurs intermédiaires, l’équa- 

tion f(x) =3 admet bien au moins une solution x, dans l’intervalle [0 ; 1]. 

b. Pour tout m appartenant à l'intervalle [2 ; 5], il existe x, dans [0 ; 1] tel que 

f(x) = m pour les mêmes raisons que précédemment. 

c. L'image de l’intervalle [0 ; 1] est un intervalle [uw ; v] mais, comme 

J(0)=2 4 7(1)=5;"nous pouvons précisenque [25114 y] d'où 

u<2etv=sS. 

?] Exercice de synthèse 

O1. Sitf:R—R 

Xe f(x) = 3x7= 5x2. 

a. Les solutions de l’équation 3x2-5x-2=0 sont 2 et - à 

Il s’ensuit que, pour tout xe R, 3x?2-5x-2=3(x- 2{x + :) 

D'où f(x) =(x-2)(3x + 1). 

ui 
2 
< 
X 
mn 
st 



b. f est une fonction du second degré dont la courbe représentative est une 

5 49 
parabole de sommet S É Ti : 

f admet un minimum égal à - en 2. 

c. La courbe représentative de f est donnée ci-dessous : 

2 SOL T0 DER 

LEAGUE 

a. On a h(2 +a) = pour a < 0, en utilisant la 
GC a)41)(2+a 2) 

factorisation établie en 1. a, puisque A(x) = 2. pour tout xe [0 ; 2[. 
f(x) 

Donc n2+a)= Xe pour a < 0. 

One Se PTT A ie es 
x — 0" a07+a 7 a —0 

it) A 0) a 0 

Par suite, lim A(x) =-,. 
x — 2 
XI 2 

La droite d’équation x = 2 est asymptote à (€’). 



FONCTIONS NUMÉRIQUES 

6x5 

(3x2 5x-2)? 
b. Pour tout x e [0 ; 2[, ona h’(x) =- 

5 -6x 

(3x2=-5x-2)2 

avec (3x2-5x-2)? > 0 pour tout xe [0 ; 2[ et 5-6x> 0 pour tout 

hAx)= 

L'EXAMEN D 

xe o:2[. Il s’ensuit que h’(x) > 0 pour tout xe LE et 

h'(x) <Q pour tout x € EU 

h est croissante sur L ; 3 et décroissante sur | : à 2] : 

D'où le tableau de variations de } : 

(On retrouve la propriété sur le sens de variations d’une fonction composée : 

si 4, fonction ne s’annulant pas sur un intervalle I, est croissante sur ce même 

; el + 
intervalle, alors la fonction — est décroissante sur I.) 

u 

c. Les courbes représentatives (@) et (@”) sont données ci-dessous : 



l'épreuve 
© un Partie A 

Par lecture graphique nous obtenons immédiatement : 

l'équation f(x) = 0 admet pour seule solution x = 1. 

La courbe (@) représentative de f étant située au-dessus de l’axe des abscis- 

ses sur l'intervalle ]1 ; 6] avec f(1) = 0, nous en déduisons que : 

pour tout x de[1:6],. f(x) = 0. 

& Partie B 

2. Courbe représentative de g : 

b. Nous avons : lim f(x) = 0 + 
x — 1 

nel 

donc lim g(x) =+c. Il s’ensuit que : 

= 
la courbe (T) représentative de g admet F | 

la droite d’équation x = 1 pour asymp- O ï 

tote verticale. 1 2 $ 6 
c. La fonction f est croissante et positive sur l'intervalle ]1 ; 4] donc g est 

décroissante sur cet intervalle. La fonction f est décroissante sur l’intervalle 

[4 ; 6] donc la fonction g est croissante et positive sur cet intervalle. 

Tableau de variations de g sur ]1 ; 6]: 

d. Nous avons f/(4) =0 puisque f est dérivable croissante sur ]1 ; 4], 

décroissante sur [4 ; 6]. Or, pour tout x de ]1 : 6], 

ssPes) donc g'’(4)=0 
DO er 



Logarithmes 
Exponentielles. Puissances 
Equations différentielles 

Fonctions logarithmes 

@ Fonction logarithme népérien 

& On appelle fonction logarithme népérien la fonction définie sur ]0 ; + cf, 

primitive de la fonction x + qui s’annule pour x= 1. 

n: R —R avec (In)’(x) =: 

x = Inx et led ie it. 

0 OS Il *X 

& Une primitive de x - sur R, est x Inx. 
X 

© Propriétés 

min(ab)=Ina+Iinb!) pour a>0. et b=0 

# In : =-Inb DOUTE 0 

min®=ina- nb pour a>0 et b>0 

Æ In(a”)=nlna DOURRUE LUE TE 

€D Dérivées et primitives 

m Si u est dérivable et strictement positive sur I, alors (Inu)’(x) = 00 (89 
À 

u 

u(x) 



# Une primitive de la fonction f définie par f(x) = - ca , avec u(x) > 0, est 

la fonction F telle que F(x) = In(u(x)) +C avec C réel. 

@ Limites usuelles 

lim Inx = +0: lim Inx = : lim MO +%x) = 1, 
X — +c x = 0 x—0 Le 

= 0 

lim INX-0: lim xIn x = 0-. 
LD Four x—0 

=10] 

@ Tableau de variations et courbe représentative 

3È 0 1 ë + 00 

1 
xt Inx dun Le 
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@ Équivalences importantes 

a >0, b>0 : Ina=Inb équivaut à a=b 
(In réalise une bijection de R° sur R) ; 

a >0, b>0 : Ina < Inb équivaut à a < b 

(In est strictement croissante sur R; ) ; 

ad 0E Ima=buéquivauta ae? 

@2 Fonction logarithme décimal 

On appelle logarithme décimal du réel strictement positif a, le réel défini par 

logx= qe. On utilise parfois la notation 1g à la place de log. 

logx = 
EP équivaut à x= 10’. 

ne il) 

Fonctions exponentielles 

@ Définition 

La fonction exponentielle népérienne est la fonction réciproque de la fonction 

logarithme népérien. 

R — R; 
EXD. 

x+> exp(x) = e* 

y=lnx , . 5 Fee" 
équivaut à 

x > 0 yeR. 

@ Propriétés 

Pour tout x e R : 

0. (Exp) CS CE In(e*) = x: 

eth=er.el, (a be R?;  et-2=% (ab)e R: 
e? 

(ete (arb)eNR?; e"= ae R. (91 



@ Sens de variation 

La fonction exponentielle népérienne est strictement croissante sur R : 

a > b équivaut à e“ > e? pourae RetbeR. 

@ Primitives 

Une primitive de x = e* sur R est x = ex. 

Si u est dérivable sur l’intervalle I alors la fonction g définie par g(x) = e“(1) 

est dérivable sur I et : 

ACL (Here 

Sur un intervalle, les primitives de la fonction f définie par f(x) = u’(x)e“{ 

sont les fonctions F telles que F(x) = e"( +C. 

@ Limites usuelles 
5 . je ; x à à “ D 

lim e*=+o: lim e*=0: lim © =+: Jim xe*=0: lim®=1=1. 
X — +00 X — —c X — +o y X — — 0 x—0 7% 

@ Tableau de variations et courbe représentative 

sa E 0 + co 

ee 
D UE EX 
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+ À l fs 
(7) @D Equivalences importantes œ 
=) 

He ip Re EE Ja des UN © 
équivaut à x=e); équivaut à x=Iny. U 

> (0 nt) mn 

J 

@D Fonction exponentielle de base a 
m Définition 

Soit un réel strictement positif a. 

Pourroutxréel'onpose:a1—e7t; 

Si de plus, a#1, la fonction x + a* est appelée fonction exponentielle de 

base a. 

sm Propriétés 

Pour a € R. etxe R, In(a*)=xlna. 

Pour tous les réels x et y et tous les réels a et b strictement positifs, on a : 

aa: a= 1e RÉ 0 ps (Eire (D) = rar De 

In 
Pour x € R., logx= _. pour a € R,\ 15 

a 

Fonctions puissances 

@ Définition 

Soit « € R. On appelle fonction puissance d’exposant à l’application : 

Pa: 10; +[—R 

x xt avec x*=einx, 

@ Propriétés 

m Dérivée 
, est dérivable et strictement monotone sur ]0 ; + of. 

op, (x) = ax*= 1 pour tout x > 0. 

m Limites 

| lim, x0 |. | 0 
X — +00 

lim x _ ce 
x 0+ 0 y (93 



94) 

& Primitive 

Soit « un réel différent de —1. 

Une primitive sur ]0 ; +œ[ de x x® est: 
x + 1 

xr - 
a+] 

Soit I un intervalle de R et u:1— ]0 ; +<[ une fonction dérivable sur I; 

soit & un réel différent de —1, une primitive sur I de x + (u(x))%u”(x) est: 

RC) 
o + 1 

Croissances comparées 

Soit ae R, : 

lim MX-0: lim xtInx=0. 
x —+o x X = 

SE) 

. . X 

Pourae R, lim |x\*e*=0; lim Inx = 0: lim © =+0, 
X — —0 X > + 6x X— + x 

: a” * 
Pour a € ]1 ;: +e[ et ue ]0 ; +, lim —=+ (ne N°). 

=> oo lo 

Pour |a| < 1 et a > 0, lim ntat=0 (ne N°). 
nr da 1e) 

Équations différentielles 

# Soit (E) l’équation différentielle g(y)y’ = hA(x) où h et g sont des fonctions 

continues sur un intervalle I. 

Pour qu’une fonction f dérivable sur I soit solution de (E), il faut et il suffit que 

la fonction x + G[f(x)]- H(x) soit constante sur I, G et H désignant des pri- 

mitives de g et h sur I. 

Il n’est pas toujours possible d’obtenir explicitement f en fonction de x. 

& Soit 6 une fonction numérique de deux variables réelles. Résoudre l’équa- 

tion différentielle du premier ordre y’ = œ(x, y) sur un intervalle I de R, c’est 

déterminer l’ensemble $ des fonctions f, définies et dérivables sur I, telles que 

pourtout xe I, f’(x) =œ(x, f(x)). 
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Équations différentielles y’ — ay =0 et y’ — ay = g(x), où a est un réel. 

* Résolution de l’équation y’ — ay = 0. 

Les solutions de cette équation sont toutes les fonctions définies sur R par 

ul f(x) = Ce“ où C est une constante réelle arbitraire . 

- Résolution de l’équation y" — ay = g(x), où g est une fonction continue sur un 

‘intervalle I. 
Les solutions de cette équation différentielle s’obtiennent en ajoutant à l’une 

d’entre elles chacune des solutions de l’équation y” — ay = 0. 
L 

3 
n 
œ 
æ) 
(e] 
LS) 

Lu 
— 



es 
Avant d’effectuer tout calcul concernant la fonction In : 

M on doit déterminer le sous-ensemble de R sur lequel on va travailler. 

Ne pas confondre InA et À : À doit être un réel strictement positif alors que In A 

peut être un réel négatif (In(0,5) < 0). 

Il faut aussi avoir en tête que InA > 0 pour A>1 et InA <0 pour 

DÉSAESSIR 

€ La fonction dérivée 
” : 1 : ; 

x: Inx a pour dérivée sur ]0 ; +c[ la fonction x > e Mais attention, 

ne pas en déduire que la fonction x + In(u(x)) a pour dérivée x = ES 

Pour éviter toute ambiguïté, utiliser systématiquement la formule 

* à Al 
, même si u(x) = x (car on retrouve bien -— ). 

X 

> Rappelons que pour l'étude de fonctions, on doit : 
M préciser le signe de la fonction dérivée avant de dresser le tableau de 

variatiOns ; 

donner les asymptotes s’il y a lieu. 

Dans toute équation du type : 
a(Inx)?+binx+c=0, 

B il est habituel de poser Inx = X pour x > 0 afin de se ramener à la résolution 

connue d’une équation. 

M Ne pas confondre (Inx)? (carré du logarithme de x) et In(x?) (logarithme du 

carré de x). 

, 28 Ina=1inb a=b 
L'équivalence = 

a>0,b>0 a>0,b=-0 

traduit le fait que la fonction In est une bijection de ]0 ; +[ surR. 

Ina > Inb 

A0 DEA 

est strictement croissante sur JO ; + cf. 

L’équivalence & a>b>0 traduit le fait que la fonction In 

96) 
A TRS en MR ed de eu un nn de ue 

I 

I 

I 

I 

Ù 

| 

I 

I 

I 

I 

I 

| 

Ù 

I 

I 

I 

M justifier les calculs de limites (avec notamment les croissances comparées), et I 

I 

Ï 
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l I | I I I I I I I I I I I I I I I I I I I J 

Fm OS un On OS OS OS ON OS OS OS OS CES CE CN CS OS OCR OU ON OC US GS Cu un um 

@ Des remarques du même type que les précédentes 
se retrouvent pour la fonction exponentielle 

La méthode suivie lors de la résolution d’équations faisant intervenir des exponen- 

tielles (e*, e-*, e2*, ...) consiste à poser e* = X et à se ramener ensuite à la réso- 

lution connue de certaines équations. 

Attention : 

M l’équationse* =-2 n’a pas de solution dans R ; 

, In 
M l'équation a pour solution x=e"2. 

> 

€? La fonction dérivée de x -—— e* : 

est x e*, 

M mais le fait que la fonction dérivée soit égale à la fonction donnée ne s’applique 

pas au cas x a*, si ae. Afin d’éviter toute erreur, comme pour la fonction 

In, utiliser systématiquement : 

x e“Q) à pour fonction dérivée x — u’(x)e"(, 

8) L'équivalence e=eb & a=b 

M traduit le fait que la fonction exp est une bijection de R sur ]0 ; + cf. 

B L'équivalence et > e? & a > b traduit le fait que la fonction exp est stricte- 

ment croissante sur R. 

> Attention : 

B e-2 a un sens alors que l’équation e* =—2 n’admet pas de solution; 

M 2%=c:14 pOur ai 0. 

«D Les seuls résultats (limites, équivalences, croissances 
comparées, .) à retenir sont ceux du COURS 

Toute autre formule nécessaire pour résoudre un exercice, le jour du bac, sera don- 

SIN CLE E) 
née dans l’énoncé | lim ———— = 1, par exemple |. 

0 X 

x =0 

| 
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pe me D Dm me me em mm, nt re, er) ST 

€» Mémoriser 

B L'allure des courbes associées aux fonctions x Inx et x eï*. 

nou aie 
Variations bemiift 

; De EE DT 

Variations 

x Inx 

> Comment déterminer la limite d’une fonction 
comportant : 

B la fonction In ? 

= : In x _ 
Faire apparaître des expressions de la forme — ou x*Inx avec & > 0 etutiliser le 

“ COUS. 
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D Po 9 1 mn mm 

Exemples : 

@ f(x)=x+2-Inx pour x — +0». 

ae “(1 +27) avec Énbée 0: 
x Xe X— +o X 

e f(x) = qu pour x — +0. 

2 2 
sas (2) re avec lim Lens 

te RE jet TARA 
5 x 

@ f(x)=5x(Inx)? pour x — 0. 

Il 

f(x) =5(Vxinx)" avec im (x ?lnx) = 0. 

B la fonction exp ? 
: > ï 62 à 

Faire apparaître des expressions de la forme — ou x%e* avec & > 0 et utiliser le 
X 

COUrS. 

Exemples : 

@ f(x) =3x°+1-e* pour x — +. 

X 

= (3+5-5) avec lim =+0e. 02 
+ D exe 

e f(=—— pOur x — +co. 
34 x2 

ec 1 : e* 
f(x) ==: avec lim —=+0e. 

2 re x + X- 

5 

© f(x) = x'e-2* pour x — +oe, 
3 3 

ft)= pes) avec Jim x'e*"=0. 

> Comment résoudre une équation comportant 
des logarithmes ? 

M Déterminer, avant tout calcul, l’ensemble de définition de l’équation. 

M Transformer l’équation proposée pour la ramener à une équation équivalente du 

type InA =InB (A >0,B > 0) puis à une équation équivalente du type À =B, 

car la fonction In réalise une bijection de ]0 ; +{[ vers R. 

M Si l’équation proposée comporte des expressions du type (Inx)?, (Inx)? il 

peut être intéressant de poser X = Inx. 

Lo = = = = = = = = Ou nu ne nu = ne = = = = = mn us 
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Œ» Comment résoudre une inéquation comportant 
des logarithmes ? 

M Déterminer, avant tout calcul, l’ensemble de définition de l’inéquation. 

M Transformer l’inéquation proposée pour la ramener à une inéquation équiva- 

lente du type InA > InB (ou InA < InB) avec À > 0 et B > 0 puis à une iné- 

quation équivalente du type À >B (ou A <B), car la fonction In est 

strictement croissante sur ]0 ; +. 

M Si l’inéquation proposée comporte des expressions du type (Inx)*, (Inx)?, il 

peut être intéressant de poser X = Inx. 

Comment résoudre une équation comportant 
des exponentielles ? 

M Transformer l’équation proposée pour la ramener à une équation équivalente du 

type e4 = ef puis à une équation équivalente du type À = B, car la fonction exp 

réalise une bijection de R sur ]0 ; + of. 

M Si l’équation proposée comporte des expressions du type e**, e2*, il peut être 

iptéressantidepo ere mavec ce = Re 7 

> Comment résoudre une inéquation comportant 
des exponentielles ? 

M Transformer l’inéquation proposée pour la ramener à une inéquation équiva- 

lente du type e4 > ef (ou e{ < eF) puis à une inéquation équivalente du type 

A > B (ou À < B), car la fonction exp est strictement croissante sur R. 

M Si l’inéquation proposée comporte des expressions du type e}*, e2*, .…. il peut 
être intéressant de poser X =e* avec e*=X3, e2x = X2. 
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PIÈGES À ÉVITER 

© Questions, affirmations... 

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ? Justifier la réponse 
avec précision. 

D 1. Pour tout nombre réel non nulf, In(r2)=21nt. 

b- 2. Pour tout nombre réel r de JL h4+t)+h0=1)=h(U1 2). 

D 3. La fonction numérique f définie par f(x) = In(1 + x2) est définie sur R. 

B- 4. La fonction numérique f définie par f(x) = In(2x) pour x > 0 admet pour 

fonction dérivée x > f(x) = . 

b- 5. La fonction numérique f définie par f(x) = 2 admet pour fonction dérivée : 
sur R, x -e*. 

D 6. lim (3-x2+21Inx)=-0. 
x 0 

ve 0 

D 7. lim (x2-5+2Inx)= +0. 
X — +o 

D 8: lim (2x2-7+2Inx) =+0e. 
X — +0 

> 9. lim (2 )=+s. 
x = 0 X 55% 
x>0 

D 10. Le nombre e0.5h* s'écrit aussi 0,5* pour x > O0. 

D 11. lim xe*=+0, 
X— + 

D 12. La fonction x —> /x- In(x°) pour x > 0 admet pour limite +c en +0, 

1 l 

D 13. La fonction x e* pour x > O0 admet pour fonction dérivée x e*. 

D 14. lim Nxe-x — (0; 
XL? Tic 

D 15. L'équation e * =2 n’admet pas de solution dans R. 

D 16. el s'écrit aussi 1,1*. 

D 17. Soit fla fonction numérique définie et dérivable sur R et vérifiant : 

Ho=e 
Soit g définie sur ]0 ; +co[ par g(x) = FC 



Alors, pour tout x > 0: 

GA) CRES 

e. g'(x)=—2 Nxe+. 

D 18. Parmi les fonctions suivantes, la fonction f; admet, en x = 1, le nombre 
dérivé le plus grand. 

d. fi(x) ="; b. f,(x) = x2e*; AOC 

d. fatx) = de”; e. f.(x)=e""x. 
2 

X° 

D 19. Soit f la fonction numérique définie sur R par f(x) = is Alors : 

2) 
SD b. f(x Deer 
2 x2 

VU Qt: 
x+l 

a. f’(x)= 

»- 20. Soit f la fonction numérique définie sur R par f (x) = ev*?+1, Alors : 

a f()= eh; b. f()= ef; c. f'(1)=e 7; 

d. f’(1)=2e7: e. f'(1)=e2. 

D 21. x: e5*+2 est solution de l’équation différentielle y” — 5 y = 0. 

@ Réponses 

1. La proposition est fausse. Donnons un contre-exemple : 

In(—2)?=In4, mais In(—2) n’existe pas. 

L. Pour tout réel f de ]-1 ; 1[, 1+1>0 et 1-1>0, donc: 

HAE) Pin (En CET) EAN 

In(1+#)(1-1)=In(1-#2). 

102 L’affirmation est correcte. 
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B 3. PourtoutxeR, 1+x2>0, donc f est définie sur R. 

La phrase est correcte. 

B 4, La fonction f définie sur ]0 ; +co[ par f(x) =In2x admet pour fonction 

Oérivéc re : = =. La phrase proposée est fausse. 

5. La fonction f définie sur R par f(x) = ds s’écrit aussi f(x) = ex. 
Li e* 

Elle admet pour fonction dérivée f” : x -e*. 

La proposition est correcte. 

limlnx=-c et lim(3-—x2)=3, donc lim(3-x?2+21nx)=-0. 
x 0 x 0 x 0 

10 2210 x>0 

L'égalité donnée est correcte. 

lim (x2-5)=+0 et lim Inx=+c, 
HE 7nes X — +0 

donc lim (x2-5+21Inx) =+0. 
KE 700 

L'égalité donnée est correcte. 

8. Ilen est de même pour lim (2x2-7+21nx). 
X — +oo 

2 2 
Pour x > 0, Abe tes {ainx © à) 

5e 3 

x2+ 

3x x 

el : . ô fe À 
Or lim -=+ et liminx=-c, lim =, 

x—0X x—0 SOS 3 
> (0) x FA) 

donc lim ) =—c, La proposition est fausse. 
x—0- 

* Pour 0 PRES éCntaussi (er#)5= x) puisque ett= 7 (pour 

x > 0). La proposition est fausse. 

Rappelons que 0,5* s’écrit e*M05, 

lim x'e-*=(0 (croissances comparées), donc la proposition est fausse. 
X — +oo 

. Pourx>0, Vx-In(x5)=/x-5nx. 

Vi In (as) = x (1 ne 

3 
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; Inx : 
Or lim —==0 (croissances comparées). 

x—+o /x 

Donc lim (% — In(x$))=+c. La proposition est correcte. 
X — +00 

B 13. u désignant une fonction numérique définie sur ]0 ; +<[, par exemple, on 

arreter 

l 

Donc x+>e* admet pour fonction dérivée sur ]0 ; +c[, x>-—e*. 
x 

La proposition fournie est fausse. 

B 14. lim /xe-*=0 est correct d’après le résultat sur les croissances com- 
X — +0 

parées. 

æ 15. L'équation e-*=2 admet pour solution dans R, -x=In2 soit 
=-In2, en revanche, l’équation e* =—2 n’admet pas de solution dans 

R puisque e* > 0 pour tout x e R. La proposition est donc fausse. 

B- 16. exhl1=(ehl1)x= 1,1*, La réponse est correcte. 

B 17, a. Faux; b.Faux:; c. Vrai: d.Faux: e. Faux. 

> 18. a. La proposition est fausse ; c’est f, qui admet, en x = 1, le nombre 
dérivé le plus grand. 

19. a. Faux: b. Vrai: c. Faux. 

; b. Vrai; c. Faux: d.Faux: e. Faux. 

# 

B 21. f(H=e5"+2 

MORE 

Par suite, pour tout xe R : f’(x) 5 f(x) = 5e5*-5e5x_ 10 

f'(x)=5f@)=-10. 

La fonction x + e%* est une solution de y’ —5y= 0. 

La fonction x + 2e%* est une solution de y’ -5y= 0. 

104 Mais x e%*+2 n’est pas une solution de y —5y=0. 
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GERER SES CONNAISSANCES 00000006 

Dans les exercices suivants, pour chacune des affirmations pro- 
posées, indiquer si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse 
avec précision. 

LE COURS 
B 1. Soit la fonction numérique f définie par f(x) =- : + inf :) 

® désigne son ensemble de définition et (€) sa courbe représentative. 

a. D = = ]1 ;+oof; 

b. (€) admet une unique tangente horizontale: 

c. la fonction f est décroissante sur ]1 ; +cl; 

d. la droite (A) d’équation y = - : + 1 est asymptote à la courbe (€). 

BE Réponses : a. Faux ; b.Faux; c. Faux; d. Faux. 

BH Justifications : 

a.f est définie pour tout réel x tel que — > 0 c’est-à-dire pour 

x € J-> ; O[U ]1 ; +oof. 

1 

— METTENT) 1) 

Fe ina ni (2 +) 
DEEE Due; 0 

Cette dérivée s’annule pour —1 et 2, donc (€) admet deux tangentes horizonta- 

les. 

c. Sur ]-1;+oœ[, f” n’est pas toujours positive. Elle est négative sur 

12 ; +ef. 

b. Pour tout x € ]-c ; O[U]1;+œ[, f’(x)= 

d. Pour tout x de %, fo-(-5+ 1)= nf) 

J@= (-3+1)=m(1-2)-1 

et lim [fi — :) — | =-—1 et non 0, donc le résultat annoncé est faux. 
X XF 00 

b- 2. Soit pour tout x de ]3 ; +co[, f(x) = In[ + 

SE 

1h 

:) Alors : 

a. pour tout x de ]3 ; +c[, f’(x) se 

b. pour tout x de ]3 ; +c[, f(x) = 0; 

c. f est décroissante sur ]3 ; +c|; 

d. lim f(x)=1. 
X — + e (105 

600000000666 000000006000 0668999 9 ‘—— 
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M Réponses : a. Faux ; b. Vrai; c. Vrai; d. Faux. 

B Justifications : 

ES 4 
a. Pour tout x de ]3 ; +c[, f(x) = FE CD 

b. On sait que InX > O pour X > 1. Or, = Z | pour x = 3. 

c. Pour xe ]3; +o[, f’(x) < 0, donc f est bien décroissante sur l’inter- 

valle ]3 ; +cof. 

d. lim Len" donc lim f(x)=0. 
ete 1e) X — +00 

5 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = DL (Dre 

k=0 

On pose : g(x) = f(x) — _. Alors : 
IFeS 

ef +1 
a. pour tout réel x, on a f(x) = — : 

Ce 

b. f(In2) = : à 

C. g n’est pas monotone sur R. 

M Réponses : a. Faux; b. Faux; c. Faux. 

M Justifications : 

a. f (x) est la somme de six termes consécutifs de la suite géométrique de 

raison —e* et de premier terme 1. Nous avons donc : 

= iRe (—e*)$ x 1 —efx, 

ARE 1—(—e*) 1+e* 

= : 1-26 
b. f(n2) = TS) So (2) Ta Cane? et 

63 
In2) = -—. f(n2) == 

c. Pour tout réel x, g’(x) = f(x) + CES 
(1 +e*)? 

M (Deere UE 
(1 +e*)? 

6x 26 # HAE ME "+5e ME 

(ae) 

860066600666 006006066e0%606e 

060060960000 600 006066000060 e66 

666666006660 %662686666060 666060600006 00609060600 



» 4. 

Li 

Li 

6 

e 

Lo 

e 

@ 

LL 

e 

e 

® 

Lo 

8 

® 

œ 

@ 

œ 

© 

e 

e 

e 

LL 

© 

e 

e 

® 

e 

œ 

© 

® 

@ 

© 

Li 

® 

LI 

® 

@ 

e@ 

| à 

® 

œ 

@ 

e 

e 

® 

e 

e 

e 
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; Gex + 5e7*+ e* ec 
et Agé (= (te)  (1+e) 

rie CEMHSET 
Ê (+e:) 

donc g est strictement décroissante sur R. 

Soit f la fonction numérique définie par CE et (@) sa 

courbe représentative. 

a. lim f(x)=e; 
x 0 

b. l’axe des abscisses est asymptote à (@) ; 

c. on a, pour tout x#0, f(x) = [(x-1)e2*+1]; 
5e 

d. la tangente à (@) au point d’abscisse : passe par le point de coordon- 

nées G ; 2(e2 + e))] 

_ Æ Réponses : a. Faux; b. Vrai; c. Faux; d. Faux. 

M Justifications : 

a. Soit g la fonction numérique définie et dérivable sur R telle que 

g(x) =e2*+l. 

Nous avons f(x) = #00 et alors lim f(x) =g’(0), soit 2e car 
x 0 

2x) =2e2x+l. 

É | mobil : 
b. lim f(x)=0, car lim (e2**l_e)=-e et lim -=0, donc l’axe 

AE co X —> 60 X — — 00 À 

des abscisses est asymptote à la courbe représentative de f au voisinage de 

—, En revanche ce n’est pas le cas au voisinage de + puisque 

lim f(x) = +0. 
X — +00 

; 2xe2:+1- 1 ezxtl_e 

c. Pour tout réel x non nul,ona: f(x) = CAR" €) _ 

3 e[2xe2*-e2*+1] 
0e = 

Hat © [2x — 1)e?*+ 1], ce qui ne correspond pas au résultat proposé. 
# 

3 
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108 

s+71 _—. 
d. La tangente à (6) au point d’abscisse he pour équation : 

20 
avec 16) =2(e2—e).et j 6) = 4e, donc une équation de la tangente à 

1 
(@) au point d’abscisse ; est donnée par y—2e?+2e = x- :) ou 

3 : 
encore y=4ex+2e?-4e et pour x= 5” nous avons y=2e, ce qui ne 

correspond pas au point annoncé. 

Soit f la fonction numérique définie par : 

He 
e*—2 

D désigne son ensemble de définition et (€) sa courbe représentative. 

e* —-6e'+4 

(e*-2)? 
b. (@) admet la droite À d’équation y=—2x-—8 comme tangente en un 

point. 

c. (@) n’admet pas d’autre tangente parallèle à A. 

d. Les droites À,, d’équation y=2x-4 et A, d’équation y=2x-6 

sont asymptotes à (). 

a. fest dérivable sur % et, pour tout x de Ÿ, on a f(x) =2 

E Réponses : a. Faux; b. Vrai; c. Faux; d. Vrai. 

BH Justifications : 

a. f est dérivable sur son ensemble de définition et : 

ee e*(e*— 2) — (ee +2)e* 

CEE 
, —4e*+2(e*-2)2 2x _ 12e* ve ê a je PE 

(e*=2) (2) 

+2 

Dave RUE , e “+4 : 
c'est-à-dire f(x) — rer 2 ce qui ne correspond pas au résultat 

annoncé, car il y a confusion entre e*° et e2*. 

b. Le coefficient directeur de A est -2. On doit d’abord vérifier que l’équa- 

tion f’(x) =—2 admet bien une solution. 
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=—2 équivaut à : e2*-6e*+4=-(e"-2)7 

e2x _ 6e* +4=-—e2x + 4er -4 

2e2*- 10e*+8=0 

e2*-5e*+4=0 

équivaut à e‘=1 ou e*=4 

soit x=0 ou x=21n2, or f(0) =-8, 

on peut conclure que (6) admet la droite À d’équation y=-2x-8 

comme tangente en un point, ce point ayant pour abscisse 0. 

c. L’équation f(x) =—2 admet deux solutions donc A est parallèle à une 

autre tangente à (€). 

d. f(x)-(2x-—4)= TS Je cd 2 eur 
e*—2 X — + 

droite d’équation y=2x-—4 est asymptote à (€) au voisinage de +c, en 

revanche, lim (f(x) —(2x-4))=-2 cette droite n’est donc pas asymp- 
X — —co 

tote à (6) au voisinage de — ce, 

e*+2 f@-(2x-6= 7 +1 et lim (/()-(2x-6)) =0. 
mais lim (f(x)—-(2x-6))=2, donc la droite d’équation y =2x-—6 est 

X — + 

asymptote à (6) au voisinage de —-c uniquement. 

Soit, pour tout x réel de R, f(x) = In(x?+1)-x. Alors : 

Il 
—1; 

x2+1 
a. pour tout x de R, f ’(x) = 

b. fest décroissante sur R; 

€. lim f(x)=->; 
Lt C0) 

d. lim f(x)=+; 
X — —o 

e. il existe un unique a de R tel que f(a) =0. 

B Réponses : a. Faux ; b. Vrai; c. Vrai; d.Vrai; e. Vrai. 

M Justifications : 

— IPACAT (Inu) = + pour 
x= +] u 

u fonction strictement positive. Le résultat annoncé est incorrect. 

00060060 06 © ® © © © © © © © © © © © © ® © © © 6 © © 

a. Pour tout x réel, nous avons f(x) = 

666006600068 60 006660066000 00666008 006600609666 60 
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066006660808 66066666666660660066e6020666e000606000 

110) + 
» 6 6 6 

21-17-10 (=D 

x2+1 x2+1 

J-c ; I[U ]1 ; +, et f’(1)=0. Donc f est décroissante sur R. 

b. Pour tout x réel, f ’(x) = , donc f’(x) < 0 sur 

c. lim f(x)= lim inf 1+ Z)]-* 
X — +0 X — +0 

et 

Hs inx+in(1+25)-x] lim GE -1)+n(145))=-e 
X — +0 x2 X — +c X x2 

car lim MX=0 et lim inf1 + 2) =0. 
X— + X — +0 

d. lim f(x) =+, car sm _M(?+1)= +o et fu (—x) = +0. 
X — —c = 

e. La fonction numérique est dérivable et Iroistnte sur R avec 

lim f(x)=- et ie f(x) =+0c. Donc f réalise une bijection de R 
X — +o — co 

sur R. L’équation f = 0 admet donc une unique solution a. 

—X 

Soit f la fonction numérique définie par f(x) = = et (@) sa 
+ 

courbe représentative. Alors : 

da. lim f(x)=+; 
X — +00 

b. la droite D d’équation y = est asymptote à (€); 

c. f est croissante sur R; 

d. l'équation f(x) =0 a une solution unique. 

M Réponses : a. Faux; b. Vrai; c. Faux; d. Vrai. 

EH Justifications : 

a. plan JG)= >), car lime —(0\et lim ne =); 
X —> +0 X — +0 x +0X2+ 1 

lim —-=-=-_ 
En D) 

b. lim 3 Tab Ce in Erether im 
x — +0 X 2 + X — +oo X — +oX/ 2 

donc lim | _ (- 3] = 0 
X — +00 ? + 

d’où la droite D d’équation y = << est asymptote à (€). 

oo 0 6 © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © 066606060060 666600666066666606960006060000006ece 
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66666 6 6 6 © 6 © © 6 € 6 © 6 © © 6 © 6 6 6 6 © 6 © 6 6 & 

e”(x2+1)-e"(2x) 1 
c. Pour tout réel x, nous avons : f(x) = Pau) 5 

D End ru 2 LA 

RS 
f” est négative sur R avec f’(—-1)=0, donc f est décroissante sur R. 

d. f est décroissante sur R avec lim f(x)=-c et lim f(x)=+0, 
X — +0 X — —c 

donc l’équation f(x) = 0 a une solution unique. 

B- 8. Soit la fonction numérique f définie sur ]0 : +co[ par f(x) = . et (6) sa 

courbe représentative. Alors : 

a. f est une bijection de ]0 ; +[ sur Dit œ| : 

b. la droite A d’équation x = 3 est axe de symétrie de la courbe (€); 

c. (6) admet une unique tangente parallèle à l’axe des abscisses et elle est 

obtenue au point d’abscisse 3; 

d. la tangente à (€) au point d’abscisse 1 a pour équation y=-2ex-e. 

M Réponses : a. Faux ; b. Faux; c. Vrai; d. Faux. 

BE Justifications : 

a. Pour tout x réel strictement positif, on a : 

xèe* E 3x2e* 

ne LA Re) Le signe de f(x) est celui de x —3 et 
dE X 

f est décroissante sur ]0 ; 3[ et croissante sur ]3 ; +[, donc f ne réalise pas 
5 

une bijection de ]0 ; +co[ sur “er + ie 

b. Par exemple, f(2) = — = 0,92 et f(4) = — = 0,85, donc 

fG — 1) 4 f(G + 1) et alors la droite À, ste x=3, n’est pas un axe 

de symétrie de la courbe (€). 

c. f’ ne s’annule que pour la valeur x=3 donc (€) admet une unique 

tangente parallèle à l’axe des abscisses et elle est obtenue au point d’abs- 

cisse 3. 

d. f’(1)=-2e et f(1)=e, donc une équation de la tangente à (@) au 

point d’abscisse 1 est donnée par : 

y—f(1)=-2e(x-1), c’est-à-dire y =-2ex+3e. 

® © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © »® € ee0060660600t680t0066 048908862660 02 0008060000 02600e ee 600666t606660666068 600066060066 00606666060060606e 6 
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D 9. Soit la fonction numérique f définie par f(x) = — —In(1+e*) et (€) 

sa courbe représentative. Alors : 
a. fest définie et dérivable sur R, et pour tout x réel, on a : 

RCE CE 
b. lim f(H=0; 

X — +00 

c. l'équation f (x) =0 n’a pas de solution réelle; 

d. la droite (D) d’équation y = x + 1 est asymptote à (€). 

EH Réponses : a. Faux; b. Vrai; c. Vrai; d. Vrai. 

B Justifications : 

a. Pour tout x réel, 1 +e* > 0 et par conséquent f est définie sur R. De 
E* Fe : J 

plus, x Te est dérivable sur R car cette fonction est la composée de & 

xre*=X dérivable et strictement positive sur R, et de la fonction 

: X hs des 
rationnelle X + x dérivable sur [0 ; +[. Donc f est dérivable sur R. 

Cr) SERRE 
Pour tout x réel : (C0) — 

Ju (1 +e*)? 1+e* 

- e* + e2x — e2x — ex — e2x 

= ——— f(x) Fe 

SO Ten 
b. lim e*=0, donc lim _©'_=0 et lim Ne) ED; 
Xi. rec MESSE HR CS 

donc lim f(x) =0. 
NI 00 

Fe. 

(1+e)? 
ment décroissante sur R avec in f(x) =0, donc fest strictement néga- 

— co 

tive sur R et l’équation f(x) = 6 n’a pas de solution dans R. 

d. Pour tout x réel, nous avons : 

c. Nous savons que f(x) = donc f(x) < 0 et f est stricte- 

= le — DER f(x) — (x +1) T— In(1+e*)-x-1 

Fe. De EN + D] 
0.660666 6 6 © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © 6 000060066666 00086600666666006600666%0000006000e0e 
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vo 6 © © 6 6 6 © 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 © © 6 6 6 © © © & © © ® 6 6 7] 
: œ 

à l 2 
FO (+ D in(1+ À) car Int der © 

1 +e* er U 

lim _Z1 =0 et lim inf 1 # 2) =0, donc la droite d’équation Li 
x +e | ex X — +c ex —J 

y=x+ 1 est asymptote à (6) au voisinage de +co. 

D 10. Soit la fonction numérique f définie par Fes ue pour x Æ 0. 

Alors : ke 

a. f'(1)=-2-7; 

b. f'(1)=31n3-4;: 

©. f'(1)=3(In3-1)+7T; 

d'_ (1) =30a3+1) 1: 

e. f’(1)=3(In3-1)-7r. 

M Réponses : a. Faux; b. Faux; c. Faux; d. Faux; e. Vrai. 

BH Justifications : 

: 1 : 
Pour tout réel x non nul, f(x) = -(e*"3 + sinrx) 

20 

/ ler e ln tp (x) = (e 20% sinrx) +-(e""°In3 +rcostx). 
57 x 

f'A)=-(eM"3 + sinr) + (eM31n3 +rcosr), or sinr=0, cost =-1 

eteln5=3, 

D'où : f’(1)=-(3+0)+(3In3-x), soit f’(1)=3(In3-1)-7. 
La réponse correcte est e. 
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Se préparer à l'examen 

Exercices d'application 

© Exprimer à l’aide de In2 et In3 : 

A Cr che - 21 
Envoi > In & g. in(16, 2) 

es) Soit f et g deux fonctions numériques de courbes représentatives (6) et (6 À) 

dans un repère du plan. 

3 Inx 
FE 

Déterminer la position relative de (6,) et (€,). 

Pour tout x > 0, f(x) — g(x) = 

@ 1. Calculer la fonction dérivée de x io pour x e R. 

2. Calculer la fonction dérivée de x + In(e* +1) pour xe R. 

© Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes définies sur l'intervalle 

J0;+: 

a f(x)=5x—7x2-31nx: 

D Sens 
g(x) mr 

Cat) sr -1Sinr. 

[5 Soit a et b deux réels et g la fonction définie sur ]- 1 ;+o[ par: 

g(x) = x2+ ax + bIin(x +1). 

Déterminer a et b pour que la courbe représentative de g dans un plan muni 

d'unrepere (0:57 5) admette une tangente parallèle à l’axe des abscisses 

aux points d’abscisse x = 0 et x = à 
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@ Résoudre les équations suivantes sur ]0 ; +co |: 

a. 20; (1) 

3 

D : 
b. a TE) 

© Résoudre dans R les équations suivantes : 

a. e2*+5.ex+tl=ex-l : (1) 

b. In(2x+5)(x+1)=In(x-1). (2) 

aux bornes de son Ô Déterminer les limites de la fonction @: x I 

ensemble de définition %,,. x Inx 

Ô Soit f la fonction numérique définie sur R par : 

f(x) = ae?* + be* + c où a, b, c désignent trois nombres réels. 

Soit (T°) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repère ortho- 
> > 

normal (O;i, j). 

Déterminer a, b et c pour que les trois conditions suivantes soient vérifiées : 

e (T°) passe par O ; 

e f'(m3)=0 à 

e la droite d’équation y = 1 est une asymptote à (T). 

© Déterminer les limites suivantes : 

e*+14 PES 
a. lim : . lim ; 
PRE LE | x — + EX +2 

ir CE D dr de 
x — 0 X X — —o 

(11) L'étude de la différence de potentiel aux bornes d’un condensateur mène à la 

résolution de l’équation différentielle suivante : 

u’(t) +103u(1)=5:105 (E) avect=0. 

1. Déterminer les fonctions u, solutions de l’équation différentielle sans 

second membre u’(1) + 103u(r) = 0. 

2. Vérifier que la fonction u, définie par u,(1) = 5 est solution de l’équation 

différentielle avec second membre u’(f) + 10?u(r) = 5 : 103. 

3 - 

ui . 

Lu 

TE 



3. On admet que toute solution u de l'équation différentielle (E) est une fonc- 

tion définie, pour { > 0, par u(t)=u,(t)+u;,(t), où u, est l’une quelcon- 

que des fonctions trouvées à la question 1. 

Déterminer complètement u(t), si u(0) = 0. 

@® Résoudre sur l’intervalle [0 ; 1] l’équation différentielle y’ = xy sachant 

que pour x=0, y= 1 en utilisant la méthode d’Euler. 

® Résoudre sur l'intervalle [0 ; 1] l’équation différentielle y’=1+14+7y 

sachant que y(0)=0 en utilisant la méthode d’Euler (vous vérifierez que 

t> 1-2 est une solution particulière). 

Exercices de synthèse 

® La fonction numérique f a pour tableau de variations : 

Variations de f 

1. D’après la lecture de ce tableau, répondre aux questions suivantes : 

a. quelles sont les limites de f aux bornes de ] — 1 ; +co[ ? 

b. quels sont les intervalles de longueur maximum où f est monotone et quel 

est le sens de variations de f sur chacun de ces intervalles ? 

€. la fonction f admet-elle un extremum sur ] — 1 ; +co[ ? 

S1 oui, quelle est sa valeur ? 

d. quel est le signe de f sur ] — 1 : +oo[ ? 

2. Par hypothèse, la fonction f est l’une des quatre fonctions suivantes qui 

sont définies, dans ] — 1 ; +c[, par : 

f=-h(x2-2:+4), (oc 

2x +2 

x2+3 
fade et 227 PE 

a. Calculer f,(1). 

b. Quel est le signe de f, ? 

c. Calculer lim f (x). 
X — +00 

d. Conclure. 
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® Soit la fonction définie sur R ENS je" —e'-2x et (9 sa Ne 2 VE 

tation graphique dans le plan muni d’un rt orthonormal (0; à 7 . (unité 
graphique 2 cm). 

On note D la droite d’équation y =-2x et D’ la droite d’équation y = x. 

Parmi les courbes suivantes, (@) est la courbe (@,) . Il s’agit, dans cette première 

partie, de démontrer que les autres ne peuvent pas représenter la fonction f. 

On admet que les courbes données ci-après rendent compte du comportement 

des fonctions représentées aux voisinages de + c et de — ce. Toutes les tangen- 

tes parallèles à l’axe des abscisses sont indiquées sur les graphiques. 

L'EXAMEN © 

(1) 

y 



1. a. Déterminer la limite de la fonction f quand x tend vers — ce, 

b. Déterminer la limite de la fonction f quand x tend vers + co. 

On pourra écrire f(x) = e(; _—— 2) 

c. Peut-on éliminer l’une des courbes ? 

2. a. Calculer f(x) et montrer que, pour tout réel x, on a : 

TAC)=(C EAN) 

b. Quelle courbe peut-on éliminer et pourquoi ? 

c. Dresser le tableau de variations de la fonction f. 

3. a. Déterminer la limite de f(x) + 2x quand x tend vers — ce. 

Interpréter graphiquement ce résultat. 

b. Quelle courbe peut-on éliminer et pourquoi ? 

4. a. Étudier la position de la courbe ((@) par rapport à la droite (D). 

b. Quelle courbe peut-on éliminer et pourquoi ? 

L'épreuve 

© Fest la fonction définie sur ]0 ; +{[ par f (x) = TS () est la courbe 

> > 
représentative de f dans un repère orthogonal (O ; à , j) du plan ci-dessous 

et la courbe de fest fournie par une calculatrice graphique. 

D’après cette représentation graphique, il semble que : 
> > 

P,: les axes de coordonnées (O ; i) et (O0; j) sont asymptotes à la 
courbe (6); 
P, : la fonction f'est croissante sur ]0 ; + co! : 

? 

P; : la fonction f change de signe sur ]0 ; + ce. 

=.% 

= RE ———+  —— 

y 
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1. a. Déterminer lim f(x). Interpréter graphiquement le résultat. 
X — +0 | 

b. Déterminer lim f(x). 
x—0 

x>0 

(On pourra mettre f(x) sous la forme f(x) = - 1+1nx).) 

c. P, est-elle justifiée ? 

3 

2 
Lis 

2 
< 
x 
Lu 

dr 
2. — Inx 

ne 
2. a. Justifier que la dérivée de fest définie par f (x) = 

b. Déterminer le sens de variation de hf 

c. P, est-elle vraie ? 

3. Dresser le tableau de variations de f. 

4. a. Déterminer le point d’intersection de la courbe (@) et de l’axe des 

abscisses. 

b. Déterminer le signe de f(x). 
c. P, est-elle vraie ? 

5. Déterminer une équation de la tangente T à la courbe (@) au point A 

d’abscisse 1. are 

6. Tracer la courbe (@) et la tangente T dans le repère (O ; à , j) (unités: 

1 cm sur l’axe des abscisses et 10 cm sur l’axe des ordonnées). 

[17] A. Soit f une fonction définie sur [0 ; 5], dérivable sur ]0 ; 5]. Sa fonction 

dérivée f ” est représentée graphiquement ci-dessous. 

1. Déterminer graphiquement le signe de f’(x) pour x e ]0 ; 5]. 

2. On donne : 

f(0)=—, 1) O2 DE 0 

119 
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a. Construire le tableau de variations de f. . 

b. Démontrer qu’il existe un unique nombre réel o dans Le à el tel que : 

fQ) = 0. 
Désormais, on supposera que «= 1. 

c. Étudier le signe de f(x) pour x € É à e|. 

d. Calculer, en unités d’aire, l’aire de la partie du plan définie par : 

LE et 0<y< f’(x). 
e 

Donner le résultat exact, puis le résultat arrondi à 107? près. 

B. Soit g la fonction définie sur 2 ; 2| par g(x) =In(1 + x), où In dési- 

gne la fonction logarithme népérien. 

1. Étudier ses variations et dresser son tableau de variations. 

2. Soit h la fonction composée de g et de f: h = g o f. On étudie h sur l’inter- 

valle É : e| 
e 

a. Calculer h(e), h(1), (=) On donnera les valeurs exactes, puis les 

valeurs arrondies à 107? près. 
b. Déterminer le sens de variations de h. 

c. Justifier que : f') 

0) ES 
mea 

Calculer h”’(e), n(:) 

d. Construire la ou représentative (€) de h, dans le plan muni d’un repère 
> 

orthonormal (O ; i , j) (unité graphique : 5 cm). 

z . ss Il 
On représentera en particulier les points d’abscisses e ; 1 ; — et les tangentes 

en ces points. F 
On pourra résumer les résultats de cette partie dans le tableau suivant : 

mr 
h(x) 

L 
1,8 

= 
| h'(x) 

Nom du point de (@ | Hu B C 
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Partie À. Étude d’une fonction 
X 

5 
On considère la fonction f définie par f(x) = AÉ et 6 sa courbe représen- 

% 
e°+2 

: CR 2 a 
tative dans un plan muni d’un repère (O ; à, j) [unité sur (O ; i), lcmet 

> 

sur (O ; j), 5 cm]. 

1. Étudier les variations de la fonction f et préciser les asymptotes de €. 

2. Donner l’équation de T tangente à @ au point d’abscisse 0. 

3. Tracer 6, la tangente et les asymptotes. 

4. a. Trouver la primitive de f qui s’annule en 0. 

b. Calculer le nombre qui mesure (en unités d’aire) l’aire de la surface com- 

prise entre l’axe des x, l’axe des y, la courbe ‘€ et la droite d’équation x = 5. 

Partie B. Étude d’un cas pratique 

1. Une population de poissons d’une certaine espèce croît au cours des ans 

selon la loi : 

ge : (D), 

où g désigne la quantité de poissons (exprimée en milliers) dépendant du 

temps f (exprimé en années). 

a. Résoudre l’équation différentielle (1). 

b. Sachant qu’à la date : = 0 la population comprend un millier de poissons, 

trouver l’expression de g(f). 

c. Au bout de combien d’années la population dépassera-t-elle pour la pre- 

mière fois 4 milliers de poissons ? 

2. En réalité, un prédateur de cette espèce empêche une telle croissance, tuant 

chaque année une certaine quantité de poissons (dépendant de l’effectif total). 

La population suit la loi : 

ne Sa). 
a. On pose h = —. et on suppose que pour tout f, on a g(f) 3. Montrer 

que g est solution de (2) si et seulement si h est solution de (1). 

b. Trouver les fonctions À solutions de (1), puis les fonctions g solutions de (2). 

c. Trouver la fonction g solution de (2) telle que g(0) = 1 et montrer que 

cette fonction coïncide avec la fonction f étudiée dans la partie A. 

d. Vers quelle limite tend la population de poissons ? 

3 

2 
(Pr 
Z 
< 
X 
Lu 
3 



© On injecte une dose d’une substance médicamenteuse dans le sang à l'instant 

t=0 (test exprimé en heures). On note Q(r) dans la partie À, S(r) dans la 

partie B la quantité de substance présente dans le sang à l’instant #, exprimée 

en unités adaptées. 

Pour les graphiques, le plan ® sera rapporté à un repère orthonormal, l’unité 

graphique étant 2 cm. 

Les parties À et B sont indépendantes. 

Partie À. La dose est injectée par piqûre intraveineuse 

À l'instant { = 0, on injecte par piqûre intraveineuse une dose de 1,8 unité. 

On suppose que la substance se répartit instantanément dans le sang et 

qu’elle est ensuite progressivement éliminée. 

On admet que le processus d’élimination peut se modéliser mathématique- 

ment par l’équation différentielle : 

Q’(#)=-10(), 
où À est un nombre qui sera déterminé expérimentalement. 

1. Montrer que l’on a : 

ODA ere 

Calculer la valeur de À, sachant qu’au bout d’une heure la quantité de 

substance présente dans le sang a diminué de 30 %. On donnera d’abord la 

valeur exacte puis une valeur décimale approchée à 107 près. 

2. Étudier le sens de variation de Q pour { = 0, déterminer sa limite en +c, 

et tracer la courbe représentative € de Q dans le plan P. 

3. Au bout de combien de temps la quantité de substance présente dans le 

sang a-t-elle été réduite de moitié ? 

On donnera la valeur exacte et une valeur décimale approchée à 1072 près [on 

ne demande pas la conversion en heures, minutes et secondes]. 

4. On décide de réinjecter une dose analogue à l'instant ‘= 1 (au bout d’une 

heure), puis aux instants 1=2, 1=3, etc. 

On note R, la quantité de substance présente dans le sang à l’instant = n, 
dès que la nouvelle injection est faite. 

a. Montrer que R, = 1,8 + 0,7 x 1,8. 

b. Montrer que R, = 1,8 + 0,7R, et calculer R,. 

c. Exprimer À, , ; en fonction de R,.. 
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d. Montrer que pour tout entier n on a : 

R=6(1= 107) 

e. Déterminer la limite de R,, quand n tend vers l’infini. 

Partie B. La dose est injectée par piqûre intramusculaire 

On injecte par piqûre intramusculaire, dans d’autres circonstances, une dose 

(non indiquée) de substance. La substance passe alors progressivement dans le 

sang. Les mesures effectuées conduisent à choisir, pour exprimer la quantité 

de substance présente dans le sang à l’instant r : 

(1) =160,01e À 

1. Étudier les variations de S pour > 0 et déterminer sa limite en +co. 

2. Tracer la courbe représentative I de S dans le plan 2, sur une feuille dis- 

tincte de celle utilisée en A. 2, pour tracer la courbe €. 

3. Montrer qu’à partir d’un certain instant T > 1 la quantité de substance 

présente dans le sang demeure inférieur à 0,1 unité. Calculer S(5) et S(6), 

puis utiliser la calculatrice pour donner une valeur décimale approchée de t 

à 0,1 près. 

3 

2. 
Li 

+. 

< 
x 
“ 
—] 
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CORRIGÉS 

Exercices d'application 

© a. in4= In(22), soit In4 = 21n2, car In(a?) =21na pour a > 0. 
b. In(—-4)?=1n16 (ne pas écrire 21n (—4), car In (-4) n’a pas de sens). 

In(—42) = In24, soit In(—4)? = 4In2, 

car In(a")=nlna poura>0etne N. 

c. In36= In(@22*x 32) 
In36 = In22 + In32, car Inab=Ina+lnb pour a > 0 et b > 0. 
In36 = 21n2 + 21n3. 

d. In 2 = In2 — In27, car = Ina- Inb poura>0etb> 0. 

Le 3 In 7 In2 -In(3°) 

2 
In>5 = = ]n2 — 31n3. 

e. In./6 = 3In6 car In Ja = 3ina pour a > (. 

te + In3). 

fi 

In 

> 12 1 1 9: (16, 2 )=1n16+ m 2 = AUOT de a LU n n16+In 3 m(2)+3m3 4in2+;51n2 5 n3 

7) 9 1 
In| 16 |= |=- — : n[16, 2) ;n2 313 

© Pour cela, étudions le signe de f (x) - g(x) pour x > 0. 

Nous avons: Mr 0 pour 0 

ne= In9 — In8 = In(32) — In(23) 

$=21n3- 31n2. 

MEME pie MI 

In ON POIDS 
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ÉCRIN 
Il s’ensuit que : 

pour x > 1, f(x) > g(x) et (6) est au-dessus de (€,) sur ]1 ; + cl ; 

pour 0 < x < 1, f(x) < g(x) et (6) est au-dessous de (6,) sur ]0 ; 11. 

@ 1. Attention : e — 3 est une constante. 

1 
(372 — pre.) Soit f rar (2) 

La fonction exponentielle x > e* est dérivable sur R donc f est dérivable 

sur R. : 

Et, pourtoutxe R, f(x) eo ) 

NOEL 

2. Soit g: x In(e*+ 1) composée de la fonction x e* + 1 dérivable 

et strictement positive sur R par la fonction X > InX dérivable sur 

10 ; + >, donc g dérivable sur R et, pour tout x e R : 

e* 

£ DE 

@ ©. j est dérivable sur ]0 ;+c[ comme somme de fonctions dérivables sur 

]0 ; +c[. Pour tout x > 0, f'(x) =5 — 14x — Fe 

ÉNNSRE 1 

22 
g est dérivable sur ]0 ; +c[ comme quotient de fonctions dérivables sur 

]0 ; +co[ avec x? Z 0 sur JO ; +. 

b. Pour x > 0, g(x) = 

(= = 12x2 ](3:) _ (15inx — 3x4)(9x2) 
Pouttout 0 2) = Guy F 

» 45x2=36x%—135x?Inx4 27x$ 

F 9x$ 
45=86x-135nx+27xt 

9x4 
_45-9xt-135nx 
2 9x4 

g'(x) 

g'(x)= 

g'(x) 

3 

2 
Lui 
2 
< 
x 
Lui 
7] 



c. h est la somme de deux fonctions dérivables sur ]0 ; +c[, donc h est 

dérivable sur ]0 ; +oof. 

Pour tout x > O0, h'(x) = 6x +° 

à 6x2 +5 
hi(X)= PAC 

@ Les hypothèses se traduisent par f (0) = 0 et f'6) 0. 

Pour tout x € ]-1 ; +cel, f')=-2x+a+ 
f'(0)=0 équivaut à0=a+b, 

s'G)-0 équivaut à 0 = 3 + a + 2b. 

De a+b=0 — 

DiouE o) Soit 
a+=b=3, b=-5, 

5 

Ainsi, pour tout x € ]J-1 ;+[, f(x) =-x2 + 5x — Sin(x + 1). 

6mx+1=0 

10 
© «. (1) équivaut à 

æ 

1 Lil 
(1) équivaut à a sé équivaut à bee 6 

REA 0 5e > (0: 

1 
= ei} 

b. Pour x > 0, (2) équivaut à : 

12 — 201nx + x? = x? 

12 =201nx 
3 
= = nx 
S 

© 0. Pour tout x € R et a et b réels : e2*+5. ex+1 = e6%%%6, 
car exe? =eatb. 
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(A) 

L’équation (1) s’écrit alors e*+6=ex-1, 

La fonction exponentielle réalise une bijection de R sur R;, d’où : 

(1) équivaut à 3x+6=x-1 

7 
X=—=. 

2 

| 9-17) 
b. Les solutions de (2) doivent appartenir à l’ensemble % défini par : 

2 
Lu 

Z 
< 
X 
tu 

ne 

équivalent à 
(2x+5)(x+1) > 0 

x—1>0 

D'où D=1]l;:4+T. 

9) 
(2) équivaut à . 

In(2x+5)(x+1)=In(x- 1). 

La fonction logarithme népérien réalise une bijection de R; sur R d’où : 

ci) 
(2) équivaut à ae 

(2x+5)(x+1)=(x-1) 

e D xe 

x2+3x+3=0 

x 
2) équivaut à 
(eus Poe 

équivaut à 

L’équation x? + 3x + 3 = 0 n’admet pas de solution dans R : 

P=Q, 

® o(x) existe si, et seulement si : 

x > 0 (existence de Inx) 

x Z 0 (existence de Nx) 

Wxinx 0 (dénominateur du quotient, non nul). 

230) xP30 

x € D, si, et seulement si: { /x40 soit{xzÆ0 

In x 4 0 x# 1. 

Par suite : ®,,=]0; 1[U]1; + ol. 



Il 

lim x2Inx=0- (croissances comparées). 
x—0 

Le 0 

lim /x=1 
x 1 

LE 

Hmbinx=07 
x I 

Il 

lim /x=1 
x— 1 

x] 

hein = 0 
x — 1 

x > 1 

lim | = 0, lim /x=#+0 
x+e /xinx X — +00 

lim Inx=#+0. 
X — +00 

® « (T) passe par O donc f(0) =0 c’est-à-dire: 0=a+b+c (1) 

e f'(x) = 2ae?* + be* donc f'(n3) = 0 équivaut à : 

21n=- je 

2ae ‘*+be +4=0 

9 2 © 2m _ a(5)+55=0. car e =e 

+2 =0 Ou3a+E2b=0 (02). 

e La droite d’équation y = 1 est une asymptote à (T°) donc : 

Hime/ (= 1INou none LIT 
X — +00 

Or lim f(x)= lim e*(ae* + b+ce-*) = avec le signe de a, 
XL} Fc Dr A m0) 

Calme (bEce) = PA Doncelne Cru 
X — +co X — +00 

lim f(x) =c, car lim e*=0 et lim e2*=0. D’oùc=1"6). 
128 X — —0o CT X — — co 
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En rassemblant les résultats (1), (2) et (3) : 

a+b+c=0 

3a+2b= 0 équivalent à 

C=1l L'EXAMEN © 

=-1-b 
L 

équivalent à 4-3-3b+2b=0 équivalent à 

CA 

et f(x) = 2e2* — 3ex + 1. 

Ou im += im 7 
x +o X/+] x+ 

«(1 

PAL 

X — +o x7+1 

; en : ; 
Or lim Ste (croissances comparées). 

X — +oo X 

à 1 1 
him |[1+—]|=1,car lim e*=+c et lim —=0. 

X —> +0 es X — +oo re en 

; 1 3 7 : Il 
him |[1+—/]=1,car lim x/=#+c et lim —=0. 

X — +co n X — +o X — +o X 

% e* +1 
D'où: lim ERP VE 

x +ox/+1 

3 
en [1 + +) 

De oi -dinens/er à . = lim 

EE PER 2 
e*|1+— 

e* 



Or lim (+ +)=r car lim e?*=+c et lim 
X — +00 X — +0 

lim (+2). car lim e*=+c et lim : 
X — +oo (Et X — +0 X — + € 

x + e*+2 

ni. m(1+kx) _ Fes (=c +20 4) 

x—0 de x 0 X 

Le In(1 +Ækx) more In(1 +Ækx) 

x — 0 X x — 0 kx 

ea In(1 + CORTE He In(1 +u) 

re) X u = 0 U 
= IE er: 

RAM UE Bi e(1+£4 2) 
X — — SE érACRS 

Iimuer+x+2)=tlim em re 202): 
X — —co X — —c 

Omlimere= 0 lime 2e ett0: 
X — —c X — —0 

him € 7=#+ et. ny (pre h2en)e "fs 
X — —c X — — 

D'où: lim (e*+x+2)=+0, 
X — -o 

© 1. D’après les résultats du cours, nous pouvons dire que toute solution de 

l'équation différentielle u (1) + 10%w(1) = 0 est de la forme 

u,:t1 Ae-l0", où A désigne une constante réelle. 

2. Pour tout 1 = 0, u;(r) =0 et 0 + 103 x 5 est bien égal à 5 : 103. Donc |’ 
u, est solution de l’équation différentielle w’(1) + 103u(r) = 5 : 10?. 

3. Pour tout 10, u(t)=Ae l0"+5. De plus, w(0)=0, donc 
O=A+S5, soit A =-5. 

En conclusion, pour tout réel f positif ou nul, 

u(r)=-5e 105 +5 2516-10), 
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@ Calculons les valeurs de y prises par la fonction solution, en choisissant la sub- 

division de pas h = 0,1. Le tableau ci-dessous donne les résultats du calcul. 

La troisième colonne donne la valeur de l’expression y, ,,-y,=hf(fz ; y), 

c’est-à-dire dans le cas présent Ax,y, soit O,1x,y,. 

y = 1,01 0,020 2 

y3 = 1,0302 0,030 906 

Ya = 1,061 106 0,042 444 24 

ys = 1,103 550 24 O0? 

Y6= 1,158 727 752 0,069 523 665 

y = 1,228 251 417 0,085 977 599 

Yg = 1,314 229 016 0,105 132 321 

Yo = 1,419 367 337 0,127 743 060 

Y10= 1,547 110 397 

L’équation différentielle y’ = xy admet pour solution (équation à variables 

séparables), en tenant compte des conditions initiales, f(x) = e?. La valeur 

exacte de cette fonction pour x = 10 est f(10) = e0 = 1,648 721 271. 
L’erreur résultant du calcul approché est inférieure à 0,101 62. 

(13) Calculons les valeurs de y prises par la fonction solution, en choisissant la sub- 

division de pas h = 0,1. Le tableau ci-dessous donne les résultats du calcul. 

La troisième colonne donne la valeur de l’expression y}, ,—y,;=hf(#4 ; vs), 

c’est-à-dire dans le cas présent h(f, + 1 + y,) soit O,1(r, + 1 + y,). 
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L’équation différentielle y” — y = 1 + 1 admet pour solution en tenant compte 

des conditions initiales, f(t) =2e!—-1-—2 puisque les solutions de l’équa- 

tion différentielle y’ = y sont de la forme 1 + Ce’, et 1 1-2 est une 

solution particulière de y” —y=1+ 1 puisque -1-(-1-2)=1+1. 

TN Exercices de synthèse 

® 1. La lecture du tableau des variations de f donne : 

a. lim f(x)=-c et lim f(x) =-0ce. 
x -I X — +c 

| 

b. f est strictement croissante sur ]-1 ; 1]. 

f est strictement décroissante sur [1 ; +co.. 

C. f étant strictement croissante sur ]— 1 ; 1] et décroissante sur [1 ; +cl, 

f admet un extremum en x, = 1, cet extremum est f(1) = 0. 

d. Sur l'intervalle ]-1 ; +col, f admet un maximum égal à 0 pour x,= 1, 

donc, pour tout x e ]-1 ; +[, f(x) < 0. 
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2. a. Nous avons : 
fi(x)=-In(x7-2x +4), pour x e ]— 1 ; +oe[ 

f1(1) = -In3. 

b. f2(X) =e* pour xe ]-1 ;+c[, donc f(x) > 0 pour tout x > -1 

puisque f, est une fonction exponentielle. 

c. f(x) = ex +22 pour x € ]- 1 ; +. 

lim PAU = Jim en 0, 
PAG 

L'EXAMEN © 

lim 27 + _. = vin (-x?) =- 
X — +00 +00 

lim e*=0. 
X — 00 

d. f(1)=0, donc f ne peut être f, puisque f,(1) =-In3. 
f2(x) > 0 pour xe ]-1;+0[ ,or f(1) =0, donc f ne peut être f;. 

lim f(x) =-c, donc f ne peut être f, GiauLe,, U f 30) = 0. 
X — +00 

étant l’une des quatre fonctions proposées, il He © : q prop 4 

Donc f(x)= M tS pour x > —1. 

Ol.a lim e2*=0, lim e*=0, lim (-2x)=+c, 
X — —0 X — —c X — —c 

donc lim f(x) = +0. 
X — —o 

b. Pour tout xe R, e(; ——-— )- je 2x%_e*-2x, soit f(x). 

lim e2*=+0o, Jim D = 0 lim 2x = =0, donc lim f(x) =+0. 
X— +0 MCE er CA X — + oo 

c. Toutes les courbes données satisfont aux conditions fournies par les limites 

de f en — c et + co, 

2. a. Pour tout xe R, f’(x) =e2*-e-2. 

Pour tout xe R, (e*+1)(e*—-2)=e2x-2e7+e;-2 

(e*+1)(e*-2)=e-ex-72. 

D'où, pour tout xe R, f'(x) =(e*+1)(e*-2). 

b. f'(x) s’annule pour la seule valeur x =1n2 solution de l’équation 

—2=0, car, pour tout xe R, e*+1 > O. 

La courbe (6,) ne convient pas, car la fonction correspondante admet une 

fonction dérivée s’annulant pour 2 valeurs. 



Tableau de variations de f : 

Signe de f(x) 

+00 +00 
Variations de f Etes m7 

3. a. lim (f()+2x)= lim (Ge-e)=0. car lim e2*=0 et 
LC X — —o 7 X— —0c 

lim e*=0. 
Li? 4=i00 

Il s’ensuit que la droite d’équation y =-2x est asymptote à la courbe 

représentative de f au voisinage de — =. 

b. La courbe (@,) ne convient pas puisque la droite asymptote au voisinage 

de — c est la droite D” d’équation y = -x. 

4. a. Pourtoutxe R, f(x) +2x= je" —e* 

TOM2rEE (5e _ 1) 

Lorsque x tend vers — ce, 5e - << 07 car Expo RO! 

Donc, pour tout x e R, f(x) + 2x < 0, car e* > 0 pour tout x e R. 

La courbe représentative de f est donc située au-dessous de son 

asymptote D. 

b. En conséquence, la courbe ( 3) ne convient pas. 

En conclusion, la courbe (6,) satisfait aux conditions rencontrées. 

L'épreuve 

® 1.a. lim f(x)= lim (2 F =0,car lim MX=Get lim 1-0. 
dE apr Di X > + TUE 98 X Ho 

. e 72 Q 
& Il s’ensuit que la droite d’équation y =0 (c’est-à-dire (O ; i)) est 

134 asymptote à (€) au voisinage de + co, 
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b. lim f(x) = lim ht Es © 
x—0 x = 0 X 
210 x0=10 

car lim -=#+c et pur (— 1 +Inx) =-c 
x 0 X 

= 0 AS 

Il s’ensuit que la droite d’équation x =0 (c’est-à-dire (O ; 4) est 

asymptote à (6). 

Li) 
= 
< 
x 
Li 

= 

c. P, est justifiée. 

= (= (— 1+1Inx) 
_2-Inx 

2. a. Pour toutx de ]0 ;+o[, f(x) = 5 2 5e X 

b. Le signe de f ’(x) sur ]0 ;+c[ est celui de 2 — Inx c’est-à-dire : 

2—Inx > O0 équivaut à Inx < 2 c’est-à-dire à x < e2. 

mao re 
fést strictement croissante sur ]0 ;e?] et strictement décroissante sur [e? ;+ of. 

c. P, est fausse. 

3. Tableau de variations de f: 

Signe de f(x) 

Variations de f 

4. a. L’abscisse du point d’intersection de () et de l’axe des abscisses est tel 

que f(x) = 0, c’est-à-dire x =e. 

b. À l’aide du tableau de variations de f'et du résultat précédent, nous dédui- 

Sons que : 

X 

Signe de f(x) 

c. P, est justifiée. 



136 

5. Une équation de T est donnée par y f(1)=f'(1)(x-1) avec 

F'(1)=2 et f(D ==. 
Donc une équation de T'est y + 1=2(x-— 1), soit y = 2x —3. 

6. La courbe représentative de f est donnée ci-après : 

=) 

= D ER DS ASUS OR 2 Ï t 

(17) A. 1. La courbe représentative de f” est située strictement au-dessus de 

l’axe des abscisses sur l’intervalle Ê : el donc, pour tout x € Ê > el. 

RC) 10! 

La courbe représentative de f” est située strictement en dessous de l’axe des 

abscisses sur lo : | U Je;5] donc, pour tout lo 2 = ENT SAIS 

HN) ESA ON 

D'où le tableau de signes de f” : 

“ 0 

Signe de f(x) IE = 

2. a. Tableau de variations de: 

X 

Variations de f 
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Co 

ds 1 A ; ; 
b. Sur l'intervalle E : e| f est dérivable et strictement croissante avec 

7 () < 0 et f(e) > 0, donc d’après le théorème des valeurs intermé- 

diaires, il existe un unique nombre « appartenant à l’intervalle L'EXAMEN 

Ê : el tel que f(œ) =0 (on supposera dorénavant que & = 1 ). 

c. D’après la question précédente, nous obtenons : 

d. L’aire de la portion de plan définie par : £<x<eæt0<y< f(x) 
e 

est donnée en unités d’aire par [ f'G)dx=f(e)— #() 

e 
> e 

soit [, f'(x)dx =2+ ; c’est-à-dire 2,74 unités d’aires à 107? près par 

RC 
exces. 

B. 1. Soit g la fonction définie sur 2 .2| par g(x) = In(1 + x). 

et 1+x > O0 sur cet Pour tout x de 2 : 2) , nous avons g’(x) = - 
e 1+x 

intervalle, donc g’(x) > O0 sur cet intervalle et g est strictement crois- 

sante sur 2 ; 2) 3 
e 

D'où le tableau de variations de g : 

Signe de g’(x) 

Variations de g 



2. a. h(e)=go f(e), soit h(e) =g[f(e)1=£g(2), 
d’où hA(e) = In3, soit h(e) = 1,09. 

h(1)=g0 f(L), soit h(1)=g[f(1)]=£8(0) 
d’où A(1)= 0. 

1 1 ( 11e 2 

COMORES) 
d'où n(:) = In(1 À 2) 21. 

e e 

b. h est la composée de la fonction f strictement croissante sur l'intervalle 
l : e , ; 
È : e| par la fonction numérique g strictement croissante sur 

AE) 
Donc h est strictement croissante sur Ë ; e| 

c. Pour tout x de É : e| EC) = RO AG 

FAT E) 
Arte 

: soit h’(e) =0. 

h(x) 

h°(x) 

Nom du point de (6) 
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(A) 

Représentation graphique : 2 
lu 
> 
< 
Xx 
ui 
sa 

de ONE 

$ à = : F Î | ; | | 

> 1 

(18) A. Étude d’une fonction 

Soitf: R —R 

x f(x)= SE L; 

e5+2 
É 

1. Pour tout x e R, f(x) est bien définie puisque e $ + 2 # 0. 
X X x X 

3(3es)(e: + 2) - 3ef($es) 
Pour x € R,_ f(x) = 

es + 2) 

2% 

és 

SO AT)ES 

(e5+2 5 

X 

Or pour tout xe R, e° >0 donc f’(x) > 0 sur R et f est strictement 

croissante sur R. 
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Tableau de variations de f: 

Signe de f(x) se 

Hne CA 

5 
lim f(x)= lim 2 

X — — 0 Ne CO 

e +2 

La droite d’équation y = 0 est asymptote à 6 au voisinage de —ce. 

2. La tangente T à @ au point d’abscisse 0 a pour équation : 

y— f(0)= f’(0)(x—0) avec f(0)=1 et f'(0)= 

PT US NT ER D'où l’équation de T : y 1= 5x soit T:y=;cx+1. 

3. Représentation graphique : 
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4. a. Pour tout xe R, ELA snoraoe #3 19 est x > se : 

Nous pouvons écrire : 

ÿ 

Pourxe R, f(x)=15 x de avec u(x) =e5 +2 donc u(x) > 0. x) 
) 

D'où : xt F(x)=151n(e 54 +2)#k est une primitive de f sur R. 
X 

F(0) = 0 équivaut à 0 = 151n3 + k soit k=-151n3. 

Sur R, la primitive de f qui s’annule en O est : 

F:R=R 
x 

xr 15n(e3+2)- 151n3. 

5 
b. si =] f(x)dx u.a. puisque f(x) > 0 sur [0 ; 5]. 

[. f(x)dx = F(5) — F(0) avec F(5) = CI CNE 

F(0) = 
# = 15In(e+2)-151n3 u.a. 

B. Étude d’un cas pratique 

1. a. Soit l'équation différentielle du premier ordre g” = = 

La solution générale d’une telle équation est : 
t 

g(r) = AeŸ où A est une constante réelle. 

b. Nous avons : g(0) = 1 d’où 1 = Ael soit A=1 
t 

= eS pour 1 = 0. 

c. Déterminons f tel que g(f) = 4. 
1 

Cela revient à résoudre l’inéquation : e* = 4 pour 1 > 0, 

c’est-à-dire : E Z ]n4 

1 = 5SIn4 avec 5in4 = 101n2. 

À partir de { = 10In2 années la population dépassera 4 milliers de pois- 

sons puisque g est strictement croissante sur R, (101n2 = 7). 

: 
Lu 

2 
< 
X 
me 
ee ‘ . 
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Due D TS ro : 
2. La population de poissons suit en réalité la loi : g = 387 = (2). 

a. Soit À = = avec g(t) #3 pour tout { = 0. 
Et 

à Pre Von cl 
e Si g est solution de (2), puisque h = Far à soit g eu cam = 1: 

nous avopns : 

E IE 3h c{ 3h }x# 
PES D AE A EN 15 

3h'(h+1)-3hh_3  h Il 9h? 

(h+1)2 TS h+1 15 (h+1} 

he Oh bb A Ch aie (9H) 

h7= <h donc h est solution de (1). 

e Réciproquement : 

si h est solution de (1) on a alors : 

GE) -3.5 
3-£g 5 3-8 

LOS S)=LCENElRE? 
CE) SRE 

, VE V4 1 

émet ee = 58(3 8) 

AE 26 - Le donc g est solution de (1). 

En conclusion : g est solution de (2) si et seulement si A est solution de (1). 

b. g est solution de (2) lorsque À est solution de (1) d’après b. donc : 

s t 
2 5 

pour A(t) = Ae* nous avons g(f) = ER Cbse — 
1 + 

Ae°+1! 
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5 
ses. pour 1 = (0. 

0,5e°+1 

Multiplions par 2 le numérateur et le dénominateur du quotient précédent. 
U 

Par conséquent : g(f) = 

5 
Cela donne : g(f) = 

e$+2 
fet g coïncident donc sur [0 ; +c[. 

d. lim g(t)= lim f(r)=3 (d’après À. 1.). 

pour { = 0. 

La population de poissons tend vers trois milliers. 

© À. La dose est injectée par piqûre intraveineuse. 

1. L’équation différentielle du premier ordre Q’(f)=-AQ(r) admet pour 

solution générale Q(+) = ke-}! où kest constante réelle. 

À l'instant ‘= 0, nous avons Q(0) = 1,8. 

Donc & doit vérifier 1,8 = ke! soit k = 1,8. 

Q(t) =1,8e-\ pour ft = 0. 

Au bout d’une heure la quantité présente dans le sang a diminué de 30 % soit 

Q(1)=0,7Q(0) 
DOMDEIUTESLS 

Q(1) = 1,26. 

Or: Q(1)=1,8e À 

1,26 = 1,8eÀ 

1,26 
TL. =e À soit —À = 

À = 0,3567. 

2 
Lu 

2. 
<<. 
Lx 
- 



2. Pour t = 0, Q’(t)=-1,8ke À" avec À > 0. 

D'où : Q’(r) < 0 pour tout 1 = 0. 

La fonction Q est strictement décroissante sur l’intervalle [0 ; +cf. 

lim Q(r)= lim 1,8e-=0 car lim e-h=0. 
1 — +co LES 1 — +oo 

1A>0 

Tableau de variations de Q : 

Signe de Q’(x) 

Variations de Q 

Courbe représentative de Q : 

3. Nous cherchons f tel que : 

O(1)=30(0) soit Q(1) =0.9. 
Or: Q(t) =0,9 

1,8 
—At = Æ ———— 1,8e 0,9 avec À re 

4. a. À l'instant {= 1, la quantité présente dans le sang est celle que l’on 
vient de réinjecter (1,8) à laquelle il faut ajouter la quantité restante après la 
première injection soit 0,7 x 1,8 d’après 1. 

D'où: R,=1,8+0,7x1,8 soit R, = 3,06. 
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b. Au bout de 2 heures, la quantité présente dans le sang sera de 1,8 (qui 

vient d’être réinjectée) à laquelle il faut ajouter la quantité restante R, après 

une diminution de 30 %, car, d’après 1. la quantité de substance dans le sang 

diminue de 30 % chaque heure. 

D'où: R,=0,7R,+1,8 soit R,= 3,942. 

c. Nous avons sur le modèle précédent. 

R,,1=18+0,7R,. 

d. Montrons ce résultat par récurrence. 

e Pour n=0, R,= 1,8 par hypothèse. 

Or pour n =0, 6(1-(0,7)) = 1,8 donc la relation est vraie pour n = 0. 

e Supposons pour k > 0 que R, =6(1-(0,7)*+!) et démontrons que 

Re C0 en): 

R,,1=1,8+0,7R, d’après 4, c.. 

Donc Re 18071601 (07) 40) 

RS #0 7166 (0,7) 0] 

R,,1=1,8+4,2-6(0,7)+2 

RAREETCE 6 (OM ES OT G C0) 0e)" 

D'où, pour tout ne N, R,=6(1-(0,7)+1). 

Autre méthode : 

Nous avons, pourtoutne N, R,,,=1,8+0,7R, 

R,,-6=-42+0,7R, 

R,.1-6=0,7(R,-6) (1) 
Soit (W,) la suite définie par: W,=R,-6 pourne N. 

D’après (1), nous avons : pour tout n EN, W,,,=0,7W, donc (W,) est une 

suite géométrique de raison 0,7 et de premier terme W, = 1,8 — 6 = —4,2. 

Donc, pour tout n € N, W,=-—4,2(0,7)" ou encore W, =-6(0,7)'+!. 

Soit, pour tout ne N, R,-6=-6(0,7)"+! 

RG 6 (0) 

ROC 0) 

On En — O0 Canne (0 L) AE 0 TD CONTEST) 
n — +co n — +co 

3 

2 
Li 
> 

X 
Lu 



B. Soit S: [0 ;+o[ —R 
tr 6,6ter!. 

1.5/(r) = 6,66 + 6,61(—e 7") = 6,6e !— 6,6te"! 

S’(t)=6,6e"(1-1) pour 1 > 0. 

Le signe de S’(r) est celui de 1 —f. 

Tableau de variations de S : 

Signe de S’(f) 

Variations de S 

Î 

lim (6,61e-')= lim (66 x 2) —O'car ni te 
(S 1 — + 1 — +00 t— too Î 

2. Courbe représentative T° de S : 

| | | A AE PR PE en 8 

| | | 

3. Sur l'intervalle ]1 ; +c[, S est continue (car dérivable) et strictement 

décroissante vers 0 donc il existe un réel t de l’intervalle ]1 ; +c[ tel que 

SENS 01 

Nous avons : S(5)= 33e. soit S(5) =0,22 

S(6)=39,6e6 soit S(6) = 0,09. 

IG $ € 'T<G, 

De plus : $(5,9) = 0,106. 

En outre, comme S(5,9) > 0,1 et que S est décroissante sur ]1 ; +col[, 

5,9 est la valeur approchée par défaut à 107! près de r. 146 



Calcul intégral 
Aires — Volumes 

LE COURS B 

Primitives 

@ Définition 

La fonction numérique F est une primitive de la fonction numérique f sur 

l’intervalle I, 

si F est dérivable sur I et, pour tout réel x de I, F’(x) = f(x). 

@D Ensemble des primitives d’une fonction 

Si Fest une primitive de f sur l’intervalle I, alors l’ensemble des primitives de f 

sur I est l’ensemble des fonctions définies sur I par : 

xr> F(x)+k avec k un réel. 

© Propriétés des primitives 

# Si Fest une primitive de f sur I et si G est une primitive de g sur I, 

alors F + G est une primitive de f + g sur I. 

& Si Fest une primitive de f sur I, 

alors ÀF (ÀXE R) est une primitive de Àf sur I. (147 
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@ Quelques résultats à connaître 

Fonction f Primitives F | Ensemble de définition ] 

HE) a F(x)=ax+k R 

ae 1 xm+l sim =D 1=R 

FOREST ROSE sim <0etm#-1 

f(x) = u”(x)[u(x)]" 
mÆ£—]l 

ie A = 

avec u(x) > 0 

f(x) = u(x)u”(x) 

u'(x) 

Tee 

m +1 

HE SRE 

F(x) = In(u(x)) +k 

FO) =HOE 4 4 

‘00e 

+k 

et u(x) Z0} 

Ic{xe R/u(x) > 0} 

IC{xe R;u dérivable} 

IC{xe R; dérivable 

I=7]0 ; +c[ ou |-c ; O[ 

Ic{xe R;u dérivable} 

Calcul intégral 

@ Définition de l'intégrale 
# Soit f une fonction dérivable sur un intervalle IdeR, ae I, be I : 

b 

Ï f(x) dx = F(b)-F(a), où F est une primitive de f sur [a , b]. 

b " 
On écrit aussi Ï JE LF (x) U 

Œ Si sa=| rC)dr alors) 

D =[ ro 

© Propriétés 

I désigne un intervalle de R, f et g des fonctions dérivables sur I et a, b et c des 
éléments de I. 
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m Relation de Chasles 

C b c 

Ï HG) dE = | fax + | TL) dre 
a a b 

m Linéarité 
b b b 

Soit (a, Be RXR : Ï (af +Bg)(ax= af HLO dde s] 20) du LE COURS B 

a Positivité | à 
Si a < b et f positive sur [a , b], alors Ï fGdx=.0: 

m Inégalité de la moyenne 

Pour a < b, s’il existe deux réels m et M tels que, sur I, m <= f < M, 

b 

alors m(b- a) = [ ed Mtroa). 

€ Valeur moyenne d’une fonction 

Soit f une fonction dérivable sur l’intervalle I. 

Soit a et b deux éléments de I tels que a < b. 
b 

On appelle valeur moyenne de f sur [a ; b] le réel — Ï 1LODdE 

@ Intégration par parties 

Soit u et v deux fonctions deux fois dérivables sur l’intervalle I de R. 

Soit a et b deux éléments de I : 

b b 

Ï u'(Dv(ndr = [u(r)v (I -| u(t}v'(Hdf. 
a da 

8 Cas particuliers importants 

L’une des deux fonctions est un polynôme. 

P désigne cette fonction. 
b 

e Pour calculer, à l’aide d’une intégration par parties, Î P(t)lintdf 

M) = lé 
avec 0 <a <b,onpose4, 

V) SP) 
b 

e Pour calculer, à l’aide d’une intégration par parties, | Pi(e'dr 

u(t)=P(t) 
avec (a , b)e R?, on pose ER ve Gas 
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Calcul d’aires 

© Calculs d’aires planes 

Le plan étant muni d’un repère orthogonal, on désigne par (‘6,) la courbe repré- 

sentative d’une fonction f. 

Soit 4 l’aire, exprimée en unités d’aire (notées u.a.), de la portion de plan hachurée. 

sf est positive sur [a ; b] m/f est négative sur [a ; b] 

dl = [sax sl =-[ sa 

m/f s’annule et change de signe sur [a ; b] 

sl = ['ircoiar= [ ra Î aa Î Ne 
a a € d 
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& La portion de plan est comprise entre deux courbes 

(E,) 

BE COURS 

b 
Si f(x) Z g(x) sur [a, b]alors 4 =| (f(x) — g(x))dx. 

© Exemples d'unités d’aires 

F3 

(51 
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Calcul de quelques volumes 

Dans ce paragraphe, nous supposerons connu le volume du prisme à base poly- 

gonale ainsi que le volume du cylindre de révolution. 

sl est l’aire du polygone de base V =rR2h 

© Volume de la pyramide 

On coupe la pyramide par des plans équi- 

distants parallèles à la base. 

SOIENT = 7, 7 RE NN 7 

les cotes de ces plans (h étant la hauteur 

de la pyramide). 

Les intersections de ces plans avec la 

pyramide sont des polygones homothéti- 

ques de la base (les rapports d’homothétie 
; Zi 
étant —). h ) 

Notons que si A’B'C’ est l’image du triangle ABC dans une homothétie de 
rapport k, nous avons : 

aire(A’B’C”) = k?aire(ABC). 
a se d; 2; 

En désignant par 4; l’aire du polygone P; de cote z;, on a : Ta 
0 

On mène par les sommets du polygone P,; des parallèles à l’une des arêtes de la 

pyramide (par exemple (OA)). Le prisme, limité par les plans contenant P, et 
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P;_, et ayant pour arêtes les droites obtenues, a pour volume : 

_ #o > 
A;(z;—2;_1)= PR (5e) 

LE COURS B 
La réunion de ces prismes qui est contenue dans la pyramide a pour volume : 

n 4 

: DE 
i=1 

De même la réunion des prismes limités par les plans contenant P,_, et P:et 

ayant pour arêtes les parallèles à (OA) passant par les sommets du polygone 

P;_, a pour volume : 

n 

LV %o > 
LE main) 

TE 

on reconnaît les sommes qui inter- comme dans celle de w Dans l'expression de v,, Lo 

h 4 

viennent dans le calcul de l’intégrale Ï Et par la méthode des rectangles. o 

La fonction à intégrer étant monotone sur [0 ; A], la méthode des rectangles 

fournit deux suites convergentes : 

lim v,= lim w,= ere fe) = 0. 
EL n — + on “ 2 0 3 153 
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Le volume d’une pyramide dont l’aire de la base est 54 et la hauteur h est égal à : 

ah 
à 

Remarque : Il existe une autre méthode pour calculer le volume d’une pyramide. 

Soit OABC une pyramide, [Oz) sa hauteur issue de O. Notons s(f) l'aire du 

polygone intersection du plan d’équation z=f avec la pyramide et V(r) le 

volume de la pyramide de sommet O et ayant pour base ce polygone. 

Pour tout réel positif à, 

da(r) < V(1+8)— V(r) < ÊA(t + À). 

On a un encadrement analogue pour ô < 0. 

Nous en déduisons que V’(r) = 4(f) et on retrouve alors V(h). 

Bien qu’il existe un rapport de 3 entre le volume d’une pyramide et celui du 

prisme de même base et de même hauteur, il n’est pas possible sauf dans des 

cas très particuliers de reconstituer le prisme en assemblant trois pyramides . 
identiques. 

© Volume d’une boule 

Pour des raisons de symétrie, on se contentera de calculer le volume d’une 
demi-boule, par exemple, celle limitée par la demi-sphère d’équation : 
X2+ÿ/+z2=R?7, z=0 etle plan GO)). 



CALCUL INTÉGRAL - AIRES - VOLUMES 

On coupe la boule par les plans d’équations z = z, = (à variant de 0 à n). 
n 

Les intersections de ces plans avec la sphère sont des cercles de rayons respec- 

tifs /R2- 7°. 

ges | R 
On considère les cylindres ayant pour bases ces cercles et pour hauteur —- 

* n 

LE COURS B 

En notant v, la somme des volumes des cylindres contenus dans la boule et w, 

la somme des volumes des cylindres dont la réunion contient la boule, nous 

obtenons : 

n—1 n—] 

= DR 2 )a-t) et w,= D TR 2), 2). 
i=0 i=1 

W4 V4 

En raison des inclusions évidentes, le volume V de la demi-boule vérifie pour 

tout entier ñ : 

Vy < 1 < Wy- 

Dans l’expression de v, et de w,,, on reconnaît à nouveau les sommes qui inter- 
R 

viennent dans le calcul de l’intégrale Ï n(R?-z77)dz par la méthode des 
0 

rectangles. 

La fonction à intégrer étant monotone, la méthode des rectangles fournit deux 

suites convergentes : 

R - 23 R 9) 

lim v,= lim w, =| n(R?- z2)dz = 7| R°z- A = nRS. 
n — +co n — +oo 0 Le 3 0 3 

Le volume d’une boule de rayon R est V = ATR fi 55 



© Volume d’un solide de révolution 

Le raisonnement utilisé pour calculer le 

volume d’une boule se généralise au calcul 

du volume de tout solide de révolution 

limité par la surface engendrée par la rota- 

tion autour de (Oz) de la courbe d’équation 

y= f(z) et par les plans d’équations z = a 

etz= b: 

On a dans ce cas : 

n— 1 

Vy = D SEE 

HO) 

et si f est monotone, ou de dérivée majorée : 

b 

V= lim m=7| Lf(z)2dz. 
11 our 2 72) 

156) 



CALCUL INTÉGRAL - AIRES - VOLUMES 

Les exercices d'application de ce chapitre 
sont de trois types : 

B calcul de primitives ; 

B calcul d’intégrales ; 

B calcul d’aires planes et de volumes. 

Le troisième type est Le plus complet, car il regroupe à la fois les études de fonc- 

tions, le calcul d’intégrales et celui de primitives. 

M Pour déterminer les primitives d’une fonction numérique donnée sur un inter- 

valle [, il suffit de cibler à chaque étape la formule à appliquer qui est bien souvent 

dutype «x x", n£-l»,«xr u’(x)(u(x))", nz-1». 

u"(x) 
u(x) 

ne Mes Il S 
On ne doit donc pas hésiter ; les cas particuliers x= =; x relèvent des 

X 

fonctions logarithmes. 

€» Une remarque dont il faut absolument tenir compte 

& Seul un calcul d’aire ou de volume s’exprime en unités d’aire ou de volume . 

Une intégrale est un nombre réel (positif, négatif ou nul), une aire est toujours un 

nombre positif. 

À l’aide d’un graphique, on peut toujours s'assurer 
de la cohérence du résultat 

& Il suffit de compter le nombre de carreaux de 1 cm° contenus dans le domaine 

dont l’aire est demandée et de comparer ce nombre à la valeur, en cm?, de l’aire 

qui a été déterminée par le calcul. 

€» Avant de calculer une aire à l’aide d’une intégrale 

M penser à étudier le signe de la fonction à intégrer sur l’intervalle correspondant. 

€) Ne faire une intégration par parties... 

que si l’énoncé le demande explicitement. 

Toute initiative personnelle à ce sujet est inutile. 

L On = = = = = = = nu 2 Où SO Ou nu en nu nu nu un = = mu 

I 

I 
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me a ee ee ns 6) NU le 5] 

b 

m Pour | f(x)Inxdx, poseru(x) = Inx, v’(x)= f(x). 

b 
E Pour Ï f(e“dx,poseru(x)= f(x) /v’(x)= ex 

Pour déterminer une primitive d’une fonction 
dérivable on peut : 

B utiliser le tableau des primitives usuelles ; 

B reconnaître que la fonction numérique dont on cherche une primitive est la 

fonction dérivée d’une fonction connue ; 

B écrire l’expression sous la forme w’u en effectuant une manipulation sur des 

coefficients ; 

H reconnaître que la primitive est celle d’expression de la forme : 

u'v—uv’ vi 4 
uv'+u’v, —, u’e“: 

I 

| 

I 

| 

Ù 

l 

I 

I 

| 

I 

I 

I 

! 

Ï 

| Part 
i VINS Or u 

I 

| 

| 

I 

I 

| 

| 

Î 

I 

| 

Ù 

I 

I 

I 

I 

B utiliser une intégration par parties ; 

“ Pour calculer la valeur exacte d’une intégrale, on peut : 

B utiliser les primitives ; 

B utiliser l'intégration par parties 

(dans bien des cas cette méthode est signalée dans l’énoncé) ; 

& utiliser la linéarité d’une intégrale et la relation de Chasles. 

158) | 
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| 
M linéariser une fonction trigonométrique à l’aide des formules d’Euler. | 
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PIÈGES À EÉVITER 

© Questions, affirmations. 

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ? Justifier la réponse 
avec précision. LE COURS B 

D 1. xux2 est la primitive sur R de x+ 2x. 

2 

D- 2° Ï x2dx Zz (. 

—1 

28614 8 

3 3 2 
»- 4. Ï e"ar=(| e'dr) : 

0 0 

D 5. L'aire de la portion de plan définie par : 

lRS2 2 
1 est donnée par Î (x+ijex 

TEE I x 

5 

b> 6. Ï er dt = 7e5(e* - 1) unités d’aire. 
3 

2 
D 7. Ï nxdx se calcule à l’aide d’une intégration par parties. 

= 

O Réponses 

æ 1. La phrase proposée est incorrecte. 

x x? est une primitive de x 2x sur R. 
. 

B 2. La fonction x + x? est positive sur [-1 ; 2], donc Î x2dx > 0. 
1 

Le résultat proposé est donc correct. 

B- 3. Ce résultat est erroné puisque la fonction {+ pere est pas intégrable sur 

l'intervalle [0 ; 2], car elle n’est pas définie en x, = 1. (1 59 



B- 4, Ce résultat est a priori faux puisque : 

[ r x f(t) dt # (ra) x (Fra) 

B- 5. La phrase proposée est imprécise. S’agissant d’une aire, le résultat doit être 
: 

Nes ce : Nr ji 
exprimé en unités d’aire soit x+-]|dx u.a. P 

1 

5 5 5 
D 6. Ï e2' dt = [Se , Soit Ï e2! dt = en = Pr — ec — 1), mais, s’agis- ; 2 a rm 3 3 

sant d’une intégrale, le résultat est un nombre réel (sans unité à préciser). 

G 

> 7. Ï Inxdx n’a aucun sens puisque la fonction In n’est pas définie sur 
= 

[-1 ; 0]. 

2 
En revanche, Ï Inxdx se calculerait en intégrant par parties et en posant 

l 

ne}e dhvr.et ve il 

160 



GERER SES CONNAISSANCES ÆEEEEELT 

® Dans les exercices suivants, pour chacune des affirmations pro- 
posées, indiquer si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse 

666606660660 0066060686060666606006000606000%6e 
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avec précision. 

B> 1. On pose, pour tout xe R, f(x) =x?-3 et g(x) = xe*. Alors : 

14 N 

1 
a. pourtoutxe R, g’(x)=x2e*; b. J FC) dx = 5 ; 

0 
1 1 

c. [ cax=0; d. fecoar=1: e. [ scoax=0. 

EH Réponses : a. Faux ; b. Faux; c. Faux; d.Vrai; e. Faux. 

E Justifications : 

da. Pour xeR, g'(x)=e*+xe*. 

b. [reoa - na] =. 

c. je fé)dre Ë > x] En0: 

l 
d. Ï g(x) dx = 1 en intégrant par parties. 

0 
l 

e. Ï g(x) dx =’ en intégrant par parties. 
= 

Soit f la fonction définie sur R, par : f(x) = il (2+1)sinrdf. Alors : 
0 

a. f(x) = O sur HUE 

\ — ET n b. f(x) = 0 sur AP 

c. pourtoutxe R, f(x) =1-(x2+1)cosx + 2] tcost d' ; 
0 

d. pourtoutxeR, f(x)=1-(x2+1)cosx+2xsinx +2cosx ; 

e. pourtoutxeR, f'(x)=(x2+1)sinx. 

HE Réponses : a. Vrai ; b. Faux; c. Vrai; d.Vrai ; e. Vrai. 

B Justifications : 

a. f est positive sur L : Al: car la fonction 1 (1? + 1)sinf est positive 
2 

sur cet intervalle. 660680666666 06660666006660600060006906668000066e066e0e 

A 
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ET 5 

a - rang pile 
b. Résultat incorrect, car f (- 5) =-]1- 7 +7 qui est un réel négatif. 

c. En intégrant par parties, nous obtenons : 

f(x) =[-(2+ 1)cost]o + 2[ rcosrdr 
0 

f(x)=1-(x2+1)cosx + af tcost dt. 
0 

d. À partir du résultat précédent, en effectuant une nouvelle intégration par 

parties, nous obtenons : 

f(x)=1-(x7+1)cosx+ 2| sin}; -| 
0 

X 

sinr dr | 

f(x)=1-(x2+1)cosx+ 2xsinx 2] sinfdf 
0 

f(x)=1-(x2+1)cosx+2xsinx-2(-cosx +1) 

soit f(x) =—1-—(x2 + 1)cosx + 2xsinx +2cosx. 

e. Nous retrouvons le résultat annoncé par application directe du cours. 

Y a Soit f la fonction numérique définie sur R par f(x) = : - et (@) sa 
ï +e- 

courbe représentative. Alors : 

a. l’axe des abscisses est asymptote à (‘) ; 

b. f est décroissante sur R ; 

c. ue GENE T 

d. ( fax = eln( 2 E } 
+1 

HE Réponses : a. Vrai; b.Vrai; c. Faux; d. Vrai. 

BE Justifications : 

a. lim f(x)=0, car lim e-*=0 et lim (1+e-*)= 1 et l’axe des 
Dr hi DC) X — +0 X — + 

abscisses est asymptote à (@) au voisinage de +co. 

b. Pour tout xe R, 

Al x At) ol Ye + 
(UE 00e 

GES): 

f(x) = nt et f(x) < 0 donc f est décroissante sur R. 

260666006006 0000 060000666666 00e6e 
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: ets : 
CIN li ——— = li = = €, 

x — nie 3 LL pes EE" + 1) x Ps e*+1 € 

2e l 

l+e. 

1 1 ne 1 
d. freax=f e— dx=-efin(t +e-*)]! soit | fO)dx=ein 

0 0 0 1+e* 

n In(n +1) e* 

Soit z un entier naturel non nul et J, définie par 1, = | — 5. 
Al ‘ Inn e+ 1 OT : 

a. pour tout # non nul, on a : /, = 0; 

b. pour tout 7 non nul, on a : 1, = inf! = 1) , 

c. la suite (1,) est décroissante ; 

d. pour tout n = 1, ona:1,+1,+...+1,=In(n+2). 

& Réponses : a. Vrai ; b. Faux; c. Vrai; d.Faux. 

& Justifications : 

e’ 

a. Pour tout te R, —— 
e‘ +1 

10: 

b. Pour tout n non nul : 

1,=[In(et+1)]"0+D 2 In(eñ@t+)D+1)-In(emr+1) 

> 0 donc, pour tout entier naturel non nul, 

en Hi) 

EUX) 
avec u(x)=e*tl > 0, 

n+2 
1,=In(n+2)-In(n+1)= in(2+ ‘) 

c. Pour tout 7 non nul, 

bah n(S)-n (5) 00 D 

n +2 n+l (n+2)? 

2 

PE EE 

n? +4n +4 nÉAnE À 

OU 1 — <i et Inx est négatif pour 0 < x < 1, donc la 

suite (J,) est décroissante. 

d. Pour tout n = IPMROonAE 

In2 et In3 e! In(n +1) e! 

h+h++ls] ar+ | dr+-+ | — di 
0 e!+1 moe e!+1 Inn 660660600066 066006t666060666666666066e6006666e6e,S 

4 
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UM pe 

$SS60666068 686 066666866666 60666000660660266600929 000600 

In(n +1) e! ei 

Donc h+h+e+ls] _gr= [inter + 1) 040. 
4 0 e+1 

Soit: 1,+1,+-.+1,=In(n+2)-In2. 

Soit f une fonction numérique dérivable sur un intervalle [a ; b]. 

b 
a. Si J f(x) dx > 0, alors f est positive sur l’intervalle [a ; b]. 

e 3 
b. Pour tout n e N°, sion pose 1, = | x2(Inx)'dx, alors on a I, = Ë s . ; 

0 

ei—1 
c. La suite (F3 1 en: St majorée par 

d. On a, pour tout ne N°, 31,,,+(n+1)1,=e. 

E Réponses : a. Faux ; b.Faux; c.Vrai; d. Vrai. 

& Justifications : 

. 15 se 
a. Î *)0x— 7: qui est un réel positif, et pourtant la fonction cube n’est 

l 

pas positive sur l’intervalle [-1 ; 2]. 

D le Inxdx = [5m] - 

parties. 

4 Der s PR 
TL dx, à l’aide d’une intégration par 

sé 

os ei [xi1° L 2 2e+1 
=} endr=-[5], soit Tj= mike 

€ 

cu? <| x? dx car, pour xe [1;e], nous avons: 0 < (iInx)#=Net 
1 

Page el donc el) Re et] = donc a suite (/,), _ |. est majorée par . 

, 3 e e 

d. Pour tout ne N°,  1,,,= ETS | ni :| (n + 1)x2(Inx)" dx 
il l 

P+1=3 3 n 

soit 31,,,+(n+1)1,=e3. 
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SUJETS Se préparer à l’examen 

4 

2 

 . 
< 
x 

nr 
TJ 

Exercices d'application 

UE) Déterminer les primitives des fonctions numériques suivantes sur l’intervalle I 

précisé. 

afiixe x5+ 2 /x I1= ]0 ; +. 
x 

b.f,: xt 2x(x2+1) I=R. 

cr. Rrl I = ]-c ; O[ ni Ets Fe _ ; O[. 

006 ms ONG SITE 1= ]0 ; +. joe or reel: 

@ Déterminer les primitives des fonctions numériques suivantes sur l'intervalle I 

précisé. 

reselorsn ns > a. f(x) = 3% SX tort; IR 

Hosni RE) 
| x 

© f(x) =(x-2)2(x +1) ER: 

D a L= J1 ; +. Sexe hd 
er Erin) I=R. 

® Déterminer les primitives des fonctions numériques suivantes sur l'intervalle I 

précisé. 

] 
ARR ma T=}<; —2[ 

5 pme trié ones 
 —, 

se 
Chi x —— I=R. 
ÉD Re 

ds L - =; Of: DU NES 

@ Déterminer une primitive des applications de R dans R définies par : 

Mr (T)E= co. b. f(x) = Es COX) = LES 7, 
cl 765 



El Calculer les intégrales suivantes en effectuant une intégration par parties : 

2 il 

a. n=| Gpr)nede, b. B= |, (2x +1)In2x dx; 
7) 72 

T 
In3 5 

Fe Dei (x + 3)c7 du, d. = [°(x+ Deosxdx. 
In2 0 

@ 1. Construire, sans étude particulière, dans un plan rapporté à un repère ortho- 
> > 

normal (O ; i, j) d’unité graphique 2 cm, la courbe représentative € de la 

fonction f définie par f (x) = Le x2 

2. On se propose de déterminer l’aire 4 de la portion de plan (EË) définie par : 

1=x<2 

0<y< f(x). 
On considère, pour cela, une subdivision de l’intervalle [1 ; 2] en n intervalles 

dont les extrémités forment une suite géométrique. Le premier terme de cette 

suite est donc 1 et le dernier est 2, et, si on appelle g la raison de cette suite 

géométrique, les termes qui la composent sont 1,q, g°, ..….,g"=!,q"=2. La 

raison de cette suite est donc g =#/2. On considère les deux régions E/, et 

E” du plan déterminées de la façon suivante : 

e E;, est constituée par la réunion des n rectangles dont les sommets sont 
les points de coordonnées .(g? : 0), (g2*l; 0),. (gP*Ls f(gr*1)), 
(gr (art) avec p=0 Le. m1) 

e E’ est constituée par la réunion des n rectangles dont les sommets sont les 

points de coordonnées (g”:0), (g*1:0),  (gr+1: f(qr)), 
(g? AC) avec p = 0, 1, ….. (n — 1). 

a. Déterminer les aires 4°, et 47 de E’, et E7. En déduire un encadrement 
de l’aire 4 de E. 

b. Déterminer les limites quand n tend vers l’infini des suites (512) et (52): 

En déduire la valeur de sf. (On admettra que lim %/2=1.) 
n — + 

© Calcul approché d’une intégrale 

À. Méthode du point milieu 

Soit f la fonction définie sur l’intervalle [0 ; 1] par f(x) =e-* et (@) sa 

courbe représentative dans un repère orthogonal. (fig. 1 page suivante) 166 
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v 
£ 
< 
Li 

l 
On se propose de déterminer une valeur approchée de l’intégrale 7 =| e" dx. 

0 

1. Que représente sur la figure 1 l’intégrale 7 ? 

2. On divise l'intervalle [0 ; 1] en cinq intervalles de même longueur 0,2. 

On considère les cinq rectangles dont la base a pour longueur 0,2 et dont les 

hauteurs respectives sont : f (0,1), f(0,3), f (0,5), f (0,7) et f (0,9). 

Tracer ces cinq rectangles sur la figure 1. 

Le nombre À, somme des aires de ces cinq rectangles, vous semble-t-il repré- 

senter une valeur approchée de l’intégrale 1 ? 

3. Calculer les valeurs arrondies à 10-* de : 

En déduire une valeur approchée de Z. 

B. Méthode des trapèzes 

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0 ; 1] par f(x) =e* et (6) sa 

courbe représentative dans un repère orthogonal. (fig. 2 page suivante) 

1 
On se propose de déterminer une valeur approchée de l’intégrale J =| ce dx. 

0 

1. On divise l’intervalle [0 ; 1] en cinq intervalles de même longueur 0,2. 

Tracer la ligne polygonale A; A, A;A;A,A. ( 167 



On obtient ainsi 5 trapèzes : B,AÇA,B,, B,A,A;B;, B;A,A;,B;, B:A;A,B;, 

B,A,A:B. 

Le nombre T, somme des aires des cinq trapèzes, vous semble-t-il représenter 

une valeur approchée de l’intégrale J ? 

2. Sachant que l’aire d’un trapèze est CRE u ‘à L1 

montrer que l’on a : 

r =02[ 0 + f (0,2) + f (0,4) + f (0,6) + f (0,8) +2) 

3. Calculer les valeurs arrondies à 107* près de : 

E (0,2) | f(0,4) | f (0.6) | f(0.8) f (A) 

En déduire une valeur approchée de J. 

2x2+3x 
e* 

@ Soit la fonction numérique / définie sur R par f(x) = 

1. Étudier les variations de f. 
2. Vérifier que la fonction F définie par F(x) = (—2x2-7x-7)e-* est une 
primitive de f sur R. 168 
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3. Tracer avec précision la courbe représentative ( #)- 

4. Calculer l’aire de la partie du plan, ensemble des points M de coordon- 

0O<x<2 
nées x et y telles que 

Dis At 7): 

2 
me 

. 
X 

© On note I l'intervalle [0 ; 1]. 
1. a. Transformer la somme 1 + x + x2 + x? pour x # 1. 

ê 1 b. Montr tout x # 1 =x3-x2+x-1+—— (1). di er que, pour tout x #1, ona-——=x"-x+x-l+.— (1) 

2. a. Étudier les variations de la fonction numérique f définie sur I par : 

JC CE. 

b. Étudier les variations de la fonction numérique g définie sur I par : 

g(x)=-1+x+e7. 

c. Étudier les variations de la fonction numérique A définie sur I par : 
D 

h(x) =-1 TE He 

d. Montrer que, pour tout x # 1, on a les inégalités : 

1-x<e*<1-x+— (2). 

3. a. Déduire de (2) un encadrement de e-** pour x € I. 

0 4 
b. En déduire que, pour tout x e I, 1 —x <= = < eme (3). 

14,2 
4. À l’aide de (1) et (3), montrer que Mere dx = * + fre, et don- DRE A Er 
ner une valeur approchée de l'intégrale à 3 + 10-2 près. 

© 1. Dans le plan rapporté à un repère orthonormal (O ; î. #) (unité : 1 cmsur 

chaque axe) construire la courbe représentative @ de f: x 4sins pour x 

élément de [0 ; 2x]. 

2. Calculer l’aire, en cm”, du domaine plan limité par 6, l’axe des abscisses et 

les droites d'équations x = 0 et x = 27. 

3. Calculer le volume du solide engendré par rotation autour de l’axe des abs- 

cisses du domaine plan défini au 2. 

4. Résoudre dans [0 ; 2x] : cos? _ 2sins +2=0. 



@® Soit la courbe € représentative de la fonction f définie sur R par : 

1 
= ex — —. AOL 

1. Tracer cette courbe pour x e [0 ; 1] dans le plan rapporté à un repère 

orthonormal (unité : 2 cm). 

2. On désigne par 4 l'aire de la surface S délimitée par la courbe 6, l’axe des 

abscisses et les droites d’équations x = 0 et x=1. 

a. Donner la valeur exacte de 4. 

b. Donner une valeur approchée à 1 mm° près de 4. 

3. On désigne par V le volume du solide engendré par la rotation de S autour 

de l’axe des abscisses. 

a. Donner la valeur exacte de V. 

b. Donner une valeur approchée à 1 mm° près de V. 

L'épreuve 

® On pose, pour tout entier naturel n non nul : 
e 

L=| x=(Inx)"dx, où In désigne la fonction logarithme népérien et 
I 

IE Î “dx. 
1 

1. Calculer 1,. 

2. En utilisant une intégration par parties, calculer /.. 

3. En utilisant une intégration par parties, démontrer que pour tout entier natu- 

rel n non nul : SIC EN) CT) 
En déduire ],. 

4. a. Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, / n St positive. 
3 

b. Déduire de (1) que, pour tout entier naturel n non nul, 7, < 

c. Déterminer lim 7. 
n — +00 

HU IE 

170 
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Æ 

SORRIGES Lu 
1 
< 
X 
Lu 
ns Regis d'application 

1 
© 0. Pour tout x > 0, Fr) = rene 

Or une primitive sur [0 ; +oo[ de x > x% avec a réel Æ—1 est: 
xat+l 

RSS ——., 
a+l 

3 

1 2 
Donc F,(x) = + Re + k,, pour x > 0 et k, constante réelle. 

ÿ 
6 3 

F@)= 1-5 +k,;, pour x > 0 et ré (1? =xfx} 

b. Pour tout x réel, f,(x) = u’(x)[u(x)], où u(x) = x? + 1. 

Or une primitive de x + u’(x)u"(x) pour xe I(CD;) est: 
Æ u"+ HAL E) 

’ +1 

FX) = LL +k,, avec u(x) = x? + 1, pour tout réel x. 

+k, pourne Z\{-1}. 

Donc F;,(x) = 2u2 +1)*+k,, pour xe R etk, constante réelle. 

1 1 
c. Pour tout x < 0, = Sr 

| 5e X 
+201 

Donc F;(x) = DAS k:, pour tout x < 0 et k, constante réelle. 

3 ANS 
d. Pour tout x > 0, MOPE 2 +5% 2+x2, 

10 

car x? =x2, pour x > 0 avec pe Netge N\. 
a+l 

Or une primitive sur ]0 ; +c[ de x + x% avec «a ER\{-1} est x _ 

2 
2 

Donc F,(x)= D + K,, pour tout x > 0 et k, constante réelle. 

L2 171 



+ /r+ Fi 2 /x+k,, pour tout x > 0 et K, constante réelle. = = 

RE 5 
(En effet, x? = x? ” soit x? = x2,/x pour x > 0.) 

SES 1e À + (reset 

xf 5x4 PL 

ii a 1400 
réelle. 

Eros xeR, C, étant une constante 

2 
b. F,(x) = 2x4 C, x réel strictement positif, C, constante réelle. 

C. f(x) = (x2-4x+4)(x +1) = x -3x2+4, x réel. 

Il est nécessaire de développer, car f(x) ne peut s’écrire sous la forme 
HÉC) He CC) 

. X , é 
D'où F;(x) = 4F x +4x +C;, xe R, C; étant une constante réelle. 

2x +2 

24+2x—3)2 

ed 26e) avec 4(x)=x +275. 
2[u(x)P 

Cha pour x > 1 

D'où F,(x) = (- Ïl 
————— |+C,, x > 1. 
ns) po 

1 

ME +C4, x > 1, C, étant une constante réelle. 

en = ga Qt+ le 

HO) qu QMQE avec u(x) = x4+ 1. 

D'où F,(x) = or (8, 

Hé@)= Est xe R et C; étant une constante réelle. 

Oc.Pourx<2, fi(x)=(2-x)-2= (- (2 à) 

f(x) =-u’(x)[u(x) 12 avec u(x) = 2-x. 

À 
172 D'où : F,(=- MO) +k= +R, pour x < 2. 
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b.Pourx >2,  f,(x)=3(5x-7)2= 25(5x- 7)2. 

f2(X) = Su ()Tu(DI 2, avec u(x) = 5x7. 

Lo 

Z 
< 
x 
Li 

2 
D'où : F0) = LOI LE. 

F,(x) = +k, pour x > 2. SE AT 
5(5x-7) 

CPourtoutréelr (0e 0x2) 6x (x +1) 

f3(x) = au OAI, avec u(x) = 3x2 + 1. 

D'où: F;(x)= LE +&, avec u(x) = 3x2+ 1. 

PAL 
12(3x2+1) 

F;(x) = - +k, pour xe R. 

d. Pour x < 0, 
NET 

D'où : = + 5 _. +k, pour x < 0. 

1 + cos2x 
O dix) = cos 1 0HCos = : 

dei 
f1(x) = 5 + 5 COS 2x. 

D'où F,(x) = x+psin2x+k, ke R. 

u”(x) 
2 u(x) 

avec u(x) = x? + 1. 
=: : » 

b. f,(x) = Han soit f(x) = 

D'où F,(x) = V/x?2+1+k. 

CS (X) UE 

Or, une primitive sur R de x e“* (ae R')estx- es. 

D'où F;(x)=x-e"+k, ke R. 



u(x) = Inx 7 
6 a. Pour x > 0, posons d’où ; 

VOX) =tÈ Ex, ie 
v(x) = 2 ae 3° 

Nous avons : 
3 2 2 2 3 2 EE i AS 

2 

14 T4 ; 14 55 
A TE soit 1, = 3 In2-2ee 

; DEL 
= In2 U(X)=—=- 

b. Pour x > 0, posons MT en d’où @) DRE 
V'(x)=2x HI 

VO) EEE 

Nous avons : 
il Il 

= | (2 +x)In2x | = |, = (2 + 0)dx 

D 
1 1 2 

1=22-%ni-f (x+ dx =21n2-| + +x| 
= 
2 

SD 7 
1, =21n2- 5 g soit Z, =2m2-3. 

U(X)= AI H'(x)Eu 
c. Posons ; £ I 

(x) =e*, v(x) = 5° 

Nous avons : 

L, = EE s: 3)e2 | 
In3 In3 1 

| ze 2*dx 
In2 In2 

= 5 + In3)e21n3 5 + In2)e2ln2 _ È x =e?* 



CALCUL INTÉGRAL - AIRES - VOLUMES 

1,= 56 + In3)eln° - 5 + In2)elrt- gen + 7e"? 

ls li G-2 L ere 1,= (5 +313 1} nee n2 EE 

j 
Oferr=71/pour x eiR D'où: 

mesh hi 
1,=9(5+3n3)+4(-5-jin2) 

_45 9 20 NZ ON 
B=-7+5m3-""-21n2, soit Z3 = 3 +31n3 21n2. 

d. Posons HU) EEE d'où Le = 

(x) cosr v(x) = sinx. 

Le T 
ne Re 

Nous avons: /,= Gr+ Lsinx | | sinxdx. 
0 0 

1, = ( . 1}sins sin 0 — cos] 

1 É 5 1 }sinà =sin0 — cos — cos 0 

T 7 
Lao soit 14=3- 

© 1. Courbe représentative : 



2. M,(q° : f(qP)) 
A, (gr : 0) 
A (GS 0) 

MPG (GP) 

N°(q (ge) 

DETTE CODE 

n—1 

a. Nous avons:  #°= » (gP+l-gP)f(gr*1) 

l : 
— mais D JE est la somme des n premiers 

q q? qg? 
p=0 P=0 p=0 

NT RE AL 1 
termes d’une suite géométrique de premier terme 1 et de raison - (et -Æ1). 

nl 

Nous avons alors : 

soit 

Nous avons finalement : 

Al q = À — 
NE Gi) 

c’est-à-dire ss’ = cm”. 
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n—1 n=1 

Demême:  4%= Ÿ'(gr*1-gr)f(g = Ÿ qq 1) af p\2 5 (g?) 

4 

2 
Lu 

4 
< 

Lui 

4 

#;=(g-1)x ol = 

2(q-—1) 

c’est-à-dire æ47= 21/2 em. 

Nous avons : E,CECE* etalors: 4, = a = 47 

soit en cm” : 2, < 11040, 
M 

b. Nous admettons, conformément à l’énoncé, que: lim n/2=1 donc 

“20m. Sa À 

2 

© A. Méthode du point milieu 

1. L'intégrale J représente l’aire en unités d’aire de la portion de plan définie 

0O<x<l1 
par : 

0<y< f(x). 

2. Tracé des cinq rectangles 

0 

Le nombre A représente une valeur approchée de J. 



3. Valeurs arrondies : 

La somme des aires des cinq rectangles est donnée par : 

A=0,2 x f(0,1) + 0,2 x f(0,3) + 0,2 x f(0,5) + 0,2 x f(0,7) + 0,2 x f(0,9) 

A=0,2(f(0,1) + f(0,3) + f(0,5) + f(0,7) + f(0,9)), soit A = 0,7480. 

Une valeur approchée de est donc 0,7480. 

B. Méthode des trapèzes 

1. Tracé de la ligne polygonale AÇA,A;A3A,A. 

Ï 
 B; 

—— + 

VB 511 020805 DO ECS CN RC, 

Le nombre T, somme des aires des cinq trapèzes, représente une valeur 
approchée de l’intégrale J. 

2. Calcul de T : 

E US (0) + f(0,2)) x 0,2 + SU (0.2) + f (0,4) x 02 

+30 04) + (0.6) x 0.2 + À (0.6) + (0.8) x 02 

178 + 30 (0.8) + f (D) x 02 
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1 1 Il 1 1 1 T=02 x| 3 (0) + 3/02) + 37 (0.2) + 57 (04) + 3 (0.4) + 5/ (06) 
1 1 1 1 + 3/06) + 3/ (0.8) + 5f (0.8) + 3 FC) | 

d'où T=02%x 3/0 + f(0,2) + f (0,4) + f (0,6) + f (0,8) + 5] 

3. Valeurs arrondies : 

Une valeur approchée de T donc de J est 0,7443. 

| Exercices de synthèse 

@ 1. fx) s'écrit aussi (2x? + 3x)e*. 

f(x) = (4x8 )e = (2x243x)er = e (232 4#x +3) 

f(x) est du signe de 2x2 + x +3 =-2(x + Dfx- à 

Tableau de variations de f : 

2 
e lim f(x)= lim = (2 + 2 ) = 0, car 4 (croissances comparées) 

e* X — + oo X — + oo x 

fan (245 )22. 
X — +oo X 



lim e*= +0 
X — -c 

= Jim (2x2+3x)e-*= +0, car 
À Se SU ra î 2 lim (2x2 + 3x) = +00. 

—+ —0c0 

2. Pour tout réelx, F’(x)=(—-4x-7)e*+(-2x2-7x-7)(-e*) 

F'(x)=e*(-4x-7+2x2+7x+7) 

F'(x) =e*(2x2+3x) 

F°(x) = fx). 

F est une primitive de f sur R. 

3. Courbe représentative de f : 

V à 
> 

9e 2 

—] 

2 
4. 4 = Î f@x)dx unités d’aire, car f est positive sur [0 ; 2]. 

0 
2 

Ï fG)dx = F(2) -F(0) avec F(2)=-29e-2 et F(0)=-7. 
0 

2 
Donc Ï fC)dE= me. 

0 S 

: 7e2-29 ., \ 
180) Finalement : = n unités d’aire. 
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© 1. a. Cette somme de quatre termes consécutifs de la suite géométrique de 
premier terme 1 et de raison x s’écrit pour x # 1 : 

1-x4 
1+x+x2+4+x1= : 

1-x 

b. Pour tout x € I, 

(3 -x2#+x-1)(1+x)+1 

1+x 

LA +xt-x-x + x+x2-1-x+1 
1 14+x 

x—x2+x-1+ . 

2. a. La fonction numérique f définie sur I par f(x) = €” admet pour fonc- 

tion dérivée f” définie par f’(x) =-e” qui est strictement négative sur J 

et f est strictement décroissante sur L 

b. La fonction numérique g définie sur I par g(x) = -1 + x + €” admet pour 

fonction dérivée g” définie par g’(x) = 1e”, Pour x élément de L nous 

avons : 

car la fonction exponentielle est croissante sur K 

donc la fonction dérivée est strictement positive sur ]0 ; 1[ et g est stricte- 

ment croissante sur I. 

c. Pour xe I, h’(x)=1-x-e*=-g(x), donc h=-Z et h est stricte- 

ment décroissante sur L. 

d. g étant croissante sur J, nous en déduisons que — 1 +x+e7 > 0, 

h étant décroissante sur I, h(1) = h(x) = h(0) avec h(0) = 0, donc, pour 

tout xe I, A(x) = 0. 

Il s’ensuit que, pour tout x e I, 
2 x : 

A EAU Men LA soit e* = 

De même, nous avons, pour tout x de I, g(0) = g(x) = g(1), avec 

g(0) =0, donc nous en déduisons que £g(x) = 0. 181 



Il s’ensuit que: -1+x+e*> 0 

PEINE 
Finalement, nous avons, pour tout x € I, 

1-x< 

3. a. Pour tout xe I, x2e I, donc nous pouvons appliquer le résultat pré- 

cédent en remplaçant x par x? : 

2 re 1-x2<ex < Lx 

Pour tout x e I, 1 + x > 0 et alors, nous avons : 

(+x)(T=x) je PEER xé 
1+x 1+x 1+x 2(1+x) 

4. De l'inégalité précédente, nous déduisons que, grâce aux propriétés de 
l'intégration : 

1 D 
Ï A us [ [-x+ 
0 SL 

Or d’après la question 1. b. : x? — x2 + x — 1 + 
ET 

Il 12 Il 
à 1 1 

1° 1-x)dx<| < ; ah | 3 x24+x 1 +— e [« x) Ha 1 2t [x xX2+X + )jax 

1 1 1 1 (* AR TRES Lime 
[ <[E D En 2. ENS 

ce et 
m5] je È “hi a + Sin + x) 

Ra 8 

1 + se LE 

182 Une valeur approchée de ee A à 3-10-2 près est 0,52. 

ef … , m2 
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8n|[x 

+ 

Le 
2 

cm 

16 cm2. 

ï 

(1—-cosx)dx 

= (—8cosn) — (-8cos0) = 16. 

167? 

2 

27 

0 

HE 

. 

. 

21] ty (R)E 0! 

Tr, , 

. 
, 

| 

SE 

1H 

ä 

tr 1) dec 

27] 

0 

(22) [e] O [el 
Il 

A (as 
LA de = ER [a 

= U = 5 © [en Se Â Le as 
not &, 

2T 

0 | 

? 

je 

x 
ls 8 cos À 

dx x 1 cm? 

a 
2 

ations de f 

ñ X 16sin° 

Variations de f 

in 

Signe de f(x) 

ar 

dx 

4s 

: 
) 

in 

Per 

27 

0 ] 2. 4 

27 

Or Ï 4s 
0 

Donc 

2T 

ER pes 

Courbe représentative de f 

_ U La 2 Len [æ} V 5 Ge 

Tableau de v 

3. Nous avons Ÿ 

® 1. Pour tout x e [0 



4. Résolvons l’équation (1) : cos? — 2sin; HI=OMxrE [OT Z2AT 

x ue 
Nous avons cos?> — sin” : donc : 

De sin? + 2sin —3 = 0, xe [0:27] 

sinÿ = T sin = T 

(1) AT oTe=3=0 re: 531 
LElUEET| xe [0 2rt 

L’équation Sins =-3 n’admet pas de solution et sin = 1] équivaut à 

x=7r+4kn, ke Z. 

Orxe [0 2nr donc = ire 

@® 1. Pour tout xe[0:1], f’(x)=e* et f est strictement croissante sur 

l'intervalle [0 ; 1] avec f0)=3 et f=e-3 

Tableau de variations 

+ 0 

Signe de a 

PE) 

Variations de f 

2. a. 4 = Ï f()dr ua 
0 

i 

# = Î (es — > jex ua Le - | ua ((e — :) - (D Jus 

Orlu.a=4 cm ; donc #4 = (4e — 6) cm2. 

184 b. 51 = 4,87 cm? à 1 mm° près. 
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3. a. V2 [ ra axxs eme = f {er Ha 8 cm. 
0 0 

ne 1 e2x hi ig 
Posons 1 = Ï (es - ;) dx = | be = c+ je = (5 Cr ni] 

0 2 0 4 2 4 J1, 

Ne SA 1 ne. 3 
1=fe e+3)-(5-1) soit RS er 

2 
Donc Ÿ = fs —e+ 1 x 8 cm soit Ÿ = 2r(2e?- 4e + 3) cm2. 

b. Ÿ = 43,385 cm3 à 1 mm près. 

ER L'épreuve 

£ IP IR 1 
@ 1. Nous avons 1, =| LAON Ion a = 3° — > 

1 l 

(3 

2. Calculons 1, = Ï 

Dans ce cas, 

Il bé Il 1 Il les 
D'ou; =|jainx | -| gx taxe (seen): | Het. 

PA 1 

ANSE 5e 5e + à soit 1, = pue" + 1). 

3. Pour tout entier naturel n non nul, nous avons : 

e e 

Le = | x2(Inx)"+ ldx et Z, =| HO dx 
il l 

tu = x2 HO pe 
av € 

v(x) = (Inx)"+1 v’(x) = (n + 1)X 2 x (nan. 

B 

2 
Li 
= 
< 

Li 

3. 
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Il s’ensuit que, pour tout n € N° : 

TEE EUNE 'e — 1! x2(Inx)"dx 

À se'(me}+1- 2 (my +1 ee n+1; 
0 Ou L n 

c’est-à-dire que, pour tout ne N°: 37,,,=e-(n+1)l, 

31,,,+(n+1)1,=e. 

Ce résultat permet alors d’affirmer que 31, + 21, =e*, ce qui signifie que 

e—21, sig 
I; = a: avec [, = 5(2e" +1). 

4 1 Es 3 Es 50) e g(2€ +1) JU ) 

Ainsi, nous avons: /,= RE 7 = 3 

y. = 35 (5e%-—2). 

4. a. La fonction In est strictement croissante sur ]0 ; +. et In1 =0, donc 

Inx = O0 pour tout x e [1 ;e]. Par conséquent, pour tout n € N° et pour 

tout xe [1 ;e], nous avons (Inx)" = 0. 

Puisque x? = 0, pour x e [1 ;e], on peut en déduire que x?(Inx)" = 0 

pour tout x e [1 ;el. 

I, est donc l’intégrale d’une fonction positive sur [1 ; e]. 

Par conséquent, pour tout entier naturel # non nul, Z, = 0. 

b. Nous avons montré que, pour tout n € N* : 

31,,,+(n+1)1,=e*, c’est-à-dire que (n + 1)1, =e3-31 Celle 

Or, pour tout n e N°, 31,,, = 0, donc (n+1)1, & ei, soit: 

e3 
= Hi POUr tout entier naturel 7 non nul. 

3 
: eo ; E Le 

Pour tout n e N°, nous avons 0 < 1, et lim = 0, donc : 
n—+on +1 

lim 7,=0. 
n = + 



SD Probabilités 

@D Cardinal d’un ensemble 

E est un ensemble fini de cardinal n si, et seulement si, il existe une bijection 6 

dé ESurlensemble 2777 

© Propriétés des cardinaux 

Quels que soient les ensembles finis E et F on a : 

Card(E U F) = Card E + Card F -Card (ENF). 

Card(E x F) = (Card E) x (Card F). 

SAC E=n Malo CardP(E)=2"; 

P(E) désigne l’ensemble de tous les sous-ensembles de E. 

ED Le nombre d’applications d’un ensemble à p éléments dans un ensemble à 

n éléments est n?. 

@ Permutations 

Le nombre de bijections, ou de permutations, de E sur E avec Card E = n est n! 

@ Combinaisons 

Le nombre de sous-ensembles à p éléments d’un ensemble à n éléments 

(0 < p<n) est: 

pon-pi Vo) 

LE COURS Ui 

— 

(187 



on. 

© Probabilité 

Étant donné un ensemble fini Q, on appelle probabilité définie sur Q toute appli- 

cation de P(Q) dans R telle que : 

e pour tout AE P(Q), P(A) = 0; 

e P(Q)=1 (Q événement certain) ; 

e P(AUB)=P(A)+P(B), pour A et B sous-ensembles disjoints de Q, 

(A et B sont dits événements incompatibles.) 

@ Propriétés des probabilités 

m Soit À et B deux événements de P(Q) 

eSi ACB, alors P(A) < P(B). 

e Pour tout A € P(Q) : 0 < P(A) <1 

P(A)=1-P(A) (A événement contraire de A). 
e Pour tout A e P(Q), Be P(Q): 

P(A)+P(B)=P(AUB)+P(ANB). 

e Lorsque B,, B;, ..., B, constituent une partition de E : 

P(A)=P(ANB,)+P(ANB,) +... +P(ANB,): 

m Dans la pratique, une probabilité est déterminée sur Q = {e,,e;, ...,e;, ...,e,} 

par la donnée de n réels P; = P(e;) tous positifs ou nuls et dont la somme est égale à 1. 

m Cas particulier : I y a équiprobabilité lorsque : 

1 1e 
154 =P(e)=..=P = = - 2. (e,)=P(e;) (ee) Hors Card Q=n 

Tout événement A( € Q) comportant k éventualités e; a pour probabilité : 

k _ Card A 
P(A) = -= - 
Ca HR CAF 0 

€3 Axiome des probabilités conditionnelles, 
événements indépendants 

Étant donné l’espace probabilisé (Q , P(Q), P) et deux événements A et B tels 

que P(B) 7 0, la probabilité conditionnelle de A sachant B, notée P,(A) est 

P(ANB) 

P(B) 
PA(A) est aussi noté P(A/B). 

définie par Py (A) = 



PROBABILITÉS 

Cette relation sera souvent utilisée sous la forme P,(A) x P(B)=P(ANB). 

On dit que À et B sont deux événements indépendants si Pk(A) = P(A) 

(et par conséquent lorsque P(A NB) =P(A) x P(B)). 

© Schéma de Bernoulli 

m Définition 
On appelle suite de n épreuves de Bernoulli l’épreuve qui consiste à répéter n 

fois une expérience ayant deux issues possibles sous l’hypothèse d’indépen- 

dance de ces n répétitions. 

m Propriété 

Soit une suite de n épreuves de Bernoulli avec, pour chaque épreuve, la proba- 

bilité p d’un succès et g = 1 - p d’un échec. 

La probabilité P, d’obtenir k succès au cours de ces n épreuves (donc n—-Kk 

échecs) est : 

Ps) ptan-t (O<k<n). 

@ Lois numériques 

m Définition 
Soit Q l’univers des possibles associés à une épreuve aléatoire 6. On appelle loi 

numérique associée à &, toute application de Q dans R. 

m Loi de probabilité 

La loi de probabilité d’une loi numérique X définie sur l’univers fini Q, muni de la 

probabilité P, est l’application @ de R dans [0 ; 1] telle que : @(x) = P(X = x). 

m Fonction de répartition 

La fonction de répartition de X est la fonction F définie sur R par : 

ÉCOSPOE"0) as: 

& Valeurs typiques d’une loi numérique 

X étant une loi numérique définie sur l’espace probabilisé (Q, P(Q), P), où 

X(Q)=1{x,,..,x,} est l’ensemble des valeurs prises par X et P;= P(X = x;), on 

a alors : 

e espérance mathématique de X : E(X) = Dub NE X 

j=1 

(X est dite loi centrée si, et seulement si, E(X ) = 0 ); 

e variance de X : V(X)=E[(X-X) ]=E(X2)-(E(X))?: (189 



e écart type de X : o(X) = /V(X); 

epouraeR, bEeR, E(aX+b)=aE(X)+b; 

epouraeR, beR, V(aX+b)=a2V(X). 

@ Lois continues de densité 

& Une fonction f définie sur R, continue sur R ou sur un intervalle fermé de R, 

en dehors duquel elle est nulle, est dite densité de probabilité si : 

e f(t) = 0 pour tout réel f ; 
b 

e la limite lorsque a et b tendent respectivement vers —c et +c de Î f(r) dt 
a 

b 
existe et est égale à 1. En interprétant graphiquement le nombre Ï f(t)df, la 

probabilité pour que la variable aléatoire X prenne des valeurs dans [a ;: b] 

représente l’aire du domaine plan limité par la courbe € représentative de f, 

l’axe des abscisses et les deux droites d’équation x = a et x = b. 

# Soit X une loi numérique qui prend ses valeurs dans un intervalle [a ; + | 

ou dans un intervalle [a ; b] et F sa fonction de répartition. 

On dira que X est une loi numérique continue (ou « à densité ») s’il existe une 

fonction densité f nulle en dehors de [a ; +[ ou en dehors de [a ; b] et telle 

que : 

ee 1 

pourtoutx>a, F(x)=P(X< x) = | f(hdr. 
a 

Alors F est continue sur R, croissante sur R et : 

lim F(x)=0: lim F(x)=1. 
X — — 00 X — +0 

Conséquences : e Quels que soient les réels c et d tels que a < c < d 

d 
POSE) AE(O =| OT 

e Quel que soit le réel c, P(X = c)= 0. 

æ Soit X une loi numérique continue de densité de probabilité f définie sur un 
intervalle [a ; b] (cas où f est nulle en dehors de cet intervalle), l’espérance 

b 

mathématique £(X) est donnée par [ tf(t) dr. 
17 
té 



MB Avant d'aborder un exercice de probabilité, faire une lecture très rigoureuse du 

texte de manière à ne pas laisser de doutes sur les interprétations possibles. Cha- 

que mot utilisé a un sens bien précis. 

M Se poser la question : est-on ou non dans le cas où s’applique l’hypothèse 

d’équiprobäbilité ? Les événements que l’on considère sont-ils incompatibles ? 

Indépendants ? 

M Il y à un nombre réduit de résultats à connaître parfaitement et à appliquer à bon 

escient : 

— se rappeler à tout instant que la somme des probabilités des événements élémen- 

taires est égale à 1 ; 

— vérifier la cohérence du résultat. Si le résultat trouvé est supérieur à 1, la réponse 

est fausse ; 

— ne pas oublier que si le résultat trouvé est 0, cela veut dire que l’événement con- 

sidéré ne se réalise jamais ; si c’est 1, cela veut dire qu’il est toujours réalisé. 

B Ne pas confondre événements contraires et événements opposés ou inverses. On 

passe de la formulation de l'événement A à celui de À en utilisant la négation ne. 

pas. Si la formule d’un événement comprend la locution... au moins un, il est très 

souvent utile de considérer l’événement contraire qui s’exprimera par … aucun. 

M Pour décrire une expérience aléatoire (notamment avec des probabilités condi- 

tionnelles), 1l peut être utile de construire un diagramme ou un arbre probabiliste. 

Il est préférable d’utiliser la notion P,(A) pour P(A/B), car elle met en évi- 

dence le fait que P, est une probabilité différente de P. 

Comment dénombrer 

I! faut d’abord se ramener à un modèle connu (souvent celui des 
tirages). 

M Cas des tirages Simultanés de p objets prisparmisn : 

on ne peut pas obtenir plusieurs fois le même élément, l’ordre n’intervient pas. 
< TO : : ; 14) 

En conclusion : on utilise les combinaisons, soit fa 

m Cas des tirages successifs sans remise de p objets parmf n : | 

on ne peut pas obtenir plusieurs fois le même élément, l’ordre intervient. 

En conclusion : le nombre de tirages est n(n—1)...(n-p+1) 

sifs avec remise de p objets parmi n:: 

Un même Do peut être obtenu plusieurs fois, l’ordre intervient. 

Lo = = = = = = = = = = = ue un un nu un en = = = us 
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En conclusion : on utilise le nombre d’applications d’un ensemble à n éléments vers 

un ensemble à p éléments, ou aussi le nombre de p-uplets d'éléments de 

22 SO 

Utile 

Lorsque l’ensemble E est défini en utilisant « au moins », il est souvent plus sim- 

ple de dénombrer le complémentaire E de E. 

€? Pour résoudre un exercice de probabilités 

& Décrire l’univers Q , puis nommer les événements dont on va avoir à calculer la 

probabilité (respecter l’énoncé si les événements sont déjà nommés). 

Hi Savoir s’il y a équiprobabilité ou non. 

Card A L 

Card Q 
En cas d’équiprobabilité, utiliser le résultat P(A) = 

mP6fSque l'événement À se décompose en ‘AMBUMA,, on a : 

P(A) = P(A,) + P(A;) lorsque À, et À, sont incompatibles ; 

P(A) =P(A,)+P(A;)-P(A, N A;) sinon. 

M Lorsque l'événement A se décompose en AMMMMA,, on a : 

P(A) = P(A,) x P(A,;) lorsque À, et À, sont indépendants ; 

P(A)=P(A; NA;)=P(A;)XP; (A;) ou P(A,)XP,(A;) sinon. 

M Cas d’un processus de Bernoulli 

Une épreuve de Bernoulli correspond à une variable aléatoire ayant deux issues 

possibles contraires l’une de l’autre, A et A. 

Un schéma de Bernoulli est une répétition de n épreuves de Bernoulli identiques 
et indépendantes. 
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PROBABILITÉS 

PIÈGES À EÉVITER 

© Questions, affirmations...  (_/. (N 

LE COURS Un 
Les phrases ou résultats suivants sont-ils vrais ? Justifier la réponse 
avec précision. 

L 

2 D 1. Dans une urne il y à 6 boules rouges et 2 boules blanches. 

On tire simultanément 2 boules. 

Le nombre de tirages possibles est 8 ! 
Y 

La probabilité de tirer deux boules rouges est _ 

7 > 2. Le nombre de permutations des lettres du mot EXAMEN est (S). 

J>S. (1) est égal à C) 

B- 4. Si A inclus dans B, alors P;(A)=1. 

b- 5. Si A et B sont disjoints, alors PA(A)= 0: 

- 6. Pour A et B événements de probabilités non nulles : 

P(A) = P3(A) + P;(A). 

B- 7. Deux événements indépendants sont incompatibles. 

B- 8. Le nombre de tirages possibles de 4 boules simultanément dans une urne 

contenant 20 boules est 20 â FN > 
4 $ ] À 

b- 9. Si une loi numérique X est associée à la loi binomiale (7, ) alors 

7 à A L 
E(X)=> et NON ES 

B- 10. À et B désignant deux événements d’un espace probabilisé tels que 

P(B)=0,2, P,(A)=0,6 et P;(A)=0,5 alors: 

a. P(ANB)=0,2 

D b.P;(A)=0,4 

1) c. P(ANB)=0,48. 

B 11. Une classe de 30 élèves est constituée de 5 filles et 25 garçons. 
On suppose que 80 % des filles sont reçues à un examen et 60 % des gar- 

çons. On choisit un élève au hasard : 

a. la probabilité que cet élève soit un garçon reçu est 0,634 ; 

b. la probabilité que cet élève soit reçu est 0,63. 193 



b- 12. 11 peut exister une loi MATE X ne prenant que les valeurs 0 ; 1 ; 2 
dti 

2 ENRTE 
avec les probabilités respectives - 

D 13. Dans une urne, il y a 2 boules blanches, 3 boules noires, 4 boules vertes 

et 4 boules rouges. On tire au hasard 2 boules simultanément. 

La probabilité d’avoir 2 boules de même couleur est : 

1 16 1 
a. 5 . 41 C. 1 

b- 14. On tire au hasard une boule dans une urne contenant N boules numérotées 

de 1 à N, avec N = 2. On note X la loi numérique prenant pour valeur le 

numéro de la boule tirée. Soit E(X) l’espérance mathématique de X. 

NES 
7 

e. E(X) prend une autre valeur. 

a. E(X)=1; b. E(X)= c E(X)=N+l; d. E(X)= + 

b- 15. Soit X la loi numérique de loi de probabilité : 

On note E(X) l’espérance mathématique de X et V(X) sa variance. 

Les réels a et b tels que E(X) = 1 et V(X) =2 sont: 

Choæil Et D 

b. a=-3 et 

c a=-1 et 

da--21et 

era — Ci 

D 16. L'ensemble E = {a, b, c, d,e} est un univers sur lequel on définit une 
probabilité P. 

3 3 9 Îl a. Si P({a, b, == et Pa, d, = —, ZE —. ({a, b, c}) 3 ©t P(ta, d,eï) 59° 210 P(taye)) 30 

On suppose, pour les questions b. et c., que A et B sont deux événements 
de E tels que : 

P(A)=5, P(B)=2 et P(ANB)= Se. 

où B désigne l’ rare ne de B. 

153 ER P -1 
194 b. On a P(AUB) 



PROBABIITÉS … | 

c. Les événements A et B sont indépendants. 

d. Une urne contient 5 boules indiscernables au toucher, portant les let- 

tres a, b, c, d, e respectivement. 

On effectue 5 tirages successifs d’une boule avec remise. On suppose que 

toutes les boules ont la même probabilité d’être tirées. 
2 5 33 

La probabilité de tirer exactement 2 fois une voyelle est g = ESS - 

B 17. Sachant que P(A)=0,5, P(B)=0,3, et P(A et B)=0,15, 
PR(A) vaut : 

a.0,65; b.0,30; c.0,50; d.0,15. 

b- 18. Les événements précédents sont : 

a. exclusifs; b. indépendants ; €. ni l’un ni l’autre. 

D 19. Sachant que P(A)=0,1, P(B)=0,6 et que A et B sont indépendants, 

P(AUB) vaut: 

a.0,60; b.0,10; c.0,06; d. 0,64. 

D 20. II revient au même de dire que deux événements sont exclusifs ou qu’ils 

sont indépendants. 

B 21. Deux événements indépendants sont forcément exclusifs. 

D 22. Sachant que P(A)=0,5 et P(B)=0,9, avec À et B indépendants, 
PR(A) vaut: 

a. 0,90; b.0,45; c.0,50; d.0,95. 

b- 23. Le calcul de P,(A) peut s’effectuer en faisant appel aux théorèmes des 

probabilités … : 

a. composées ; b. conditionnelles ;  c. totales. 

D- 24. Sachant que P(A)=0,5 et P(B)=0,8, avec À et B indépendants, 

PR(A) vaut: 

a.0,90; b.0,40: c.0,50;: d.0,80; e. 1,30. 

@ Réponses 
ER 

bn 1) ) . . 2 . ‘ 

a LL Il s’agit d’un tirage non ordonné de 2 boules parmi 8. 4 

Le nombre de tirages possibles est Ë 

La probabilité de tirer deux boules rouges (cas d’équiprobabilité) est : 

) = 28. La réponse fournie est fausse. 

l , , 
= —. La réponse fournie est vraie. 



B 2, Le nombre de permutations des éléments d’un ensemble à n éléments est n ! 

Les lettres distinctes du mot EXAMEN sont au nombre de 5, la lettre E appa- 

raît deux fois. Le nombre de permutations des lettres du mot EXAMEN est 

6! G . 
51: donc la réponse fournie est fausse. 

an (n ed et ; DE 3. () est égal à ( ss ) pour 0<n<p. Donc () G) 
Le nombre de sous-ensembles à 5 éléments d’un ensemble à 7 éléments est 

le même que celui des sous-ensembles à 2 éléments. En effet, tout sous- 

ensemble de 5 éléments se constitue complémentairement à un ensemble à 

7—5=2 éléments. 

P(ANB) 

P(B) 
a. P;(A)= MÉTSILN = BR ralo SA DB = AN EP (B)EA0) 

P(A) 
Il s'ensuit que P,(A)= P(B) lorsque À © B. La réponse fournie est fausse. 

P(ANB) 

PUB) 

P,(A) = 0. La réponse fournie est correcte. 

dd P.(A)= et ss ANB=G, alors PLANB)=0 et par suite 

A=AM€Q où Q désigne un événement certain. 

A=AN(BUB)=(ANB)U(ANB)avec ANBetANB incompatibles. 

P(A)=P(ANB)+P(ANB) ou encore 
P(A) = PR(A)P(B) + P:(A)P(B). 

La réponse donnée est fausse. 

7. Soit À et B deux événements indépendants, de probabilités non nulles, 
alors P(A NB)=P(A) x P(B). 

Soit À et B deux événements incompatibles, nous avons alors 

RCAMB ) =0 

Deux événements indépendants, de probabilités non nulles, ne sont pas 
incompatibles. 

S. La réponse est correcte (voir le corrigé de la question 1.). 

Soit A — D(n. ») , alors amet (Ext np (1 —p). 

Donc, pour X = (7 ; :) on a E(X )= 2 mais V(X ) = 1 

. P(ANB) 
Ve a. PA) =—— B(A) PB) 

PO ETAGE =( 5 Î Me PE) “0 où P( )=0,12 et la réponse fournie est fausse. 
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b. B=BN(AUA), soit B=(BNA)U(BNA). 

D'où P(B)=P(ANB)+P(ANB), car ANB et ANB sont incom- 

patibles. Ü 

Soit : 0,2=0,12 + P(A NB) 

P(ANB) 0,08 
0,08 = P(A NB) et P;(A) = SE 00 = 0,4. 

La réponse fournie est correcte. 

c. P(ANB)=P;(A) x P(B). 

P(ANB)=0,6x(1—0,2) 

P(ANB)=0,48. La réponse fournie est correcte. 

B 1 1. Un tableau permet de conclure rapidement. 

garçons totaux | 

19 

non reçus 11 

totaux 

a. Un élève interrogé au hasard est un garçon reçu avec la probabilité 

5 = 0,5. La réponse fournie est fausse. 

b. Un élève interrogé au hasard est reçu avec la probabilité Le = 0,63. 
30 

La réponse fournie est correcte dans son approximation. 

B 12, La loi numérique X ne prenant que les valeurs 0 ; 1 ; 2 avec les probabili- 

tés respectives = Le rer on doit avoir : : RENE 
P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=1 ce qui est faux ici. 

. a. Faux; b.Faux: c. Faux: d.Vrai: e. Faux. 

. a. Faux; b.Vrai; c.Faux; d. Faux; das 2 GE 
2 

. a. Faux: b.Faux:; c. Vrai: d.Faux; e. Faux. 

6. a. Vrai; b.Vrai; c. Vrai; 

B 17, La réponse c. est correcte. 

B- 18. La réponse b. est correcte. 

a 

B 19. La réponse d. est correcte. B 23. La réponse b. est correcte. 

B 20. Faux. b 24 . La réponse b. est correcte. 197 
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GÉRER SES CONNAISSANCES 000000 

D 1. Le coefficient de x2y3 dans le développement de (1 +x)6(1 + y)$ est : 

a.20; b.36; c.160000; d.400; e. 800. 

= Réponses : a. Faux; b.Faux; c.Faux; d.Vrai; e. Faux. 

& Justifications : 

Le monôme x3y3 est obtenu à partir du produit du monôme en x* dans le 

6\_ +)=20. et du développement de (1+x)f, dont le coefficient est ( 

monôme en y? dans le développement de (1 + y)f, dont le coefficient est 

(5) = 20. Le coefficient cherché est donc 20 x 20 = 400. 

> 2 Soitlensemble X=1023 Sonia; 

a. le nombre de sous-ensembles de X est 2° ; 
b. le nombre de sous-ensembles de X ayant exactement 2 éléments est 20 ; 

c. le nombre de sous-ensembles de X ayant exactement 4 éléments est 16 ; 

d. le nombre de sous-ensembles de X contenant l’élément 1 est 2* : 

e. le nombre de sous-ensembles de X contenant les éléments 2 et 3 est 8. 

EH Réponses : a. Vrai ; b. Faux; c.Faux; d.Vrai; e. Faux. 

& Justifications : 

a. Nous savons que le nombre de sous-ensemble d’un ensemble à n élé- 

ments est 2”, donc la réponse est correcte. 

b. Le nombre de sous-ensembles de X ayant exactement 2 éléments est 

Ô) = 10, donc la réponse est fausse. 

c. Le nombre de sous-ensembles de X ayant exactement 4 éléments est 

Fi = 5, donc la réponse est fausse. 

d. Tout sous-ensemble de X contenant 1 est constitué par ailleurs des éléments 

de {2,3,4,5},1l y aura autant de sous-ensembles de X contenant 1 que de 

sous-ensembles de Y = {2, 3,4, 5}, soit 2*= 16. La réponse est vraie. 

e. Tout sous-ensemble de X contenant les éléments 2 et 3 est constitué par 

ailleurs d'éléments de {1, 4,5} il y aura donc autant de sous-ensembles 

de X contenant 2 et 3 que de sous-ensembles de Z={1,4,5}, soit 

2*=8 ; donc la réponse est correcte. 

D 3 Un caractère de l’écriture Braille est formé de points obtenus en piquant 

une feuille à travers au moins l’un des six trous de la grille ci-dessous : 

[fus] 666066000660 66666600668666666000000660000680e 
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Il y a alors exactement : 

a. 6 caractères Braille formés avec 5 trous ; 

b. 15 caractères Braille formés avec 4 trous ; 

c. 6 caractères Braille formés avec 3 trous ; 

d. 26 — 1] caractères Braille ; 

e. 6! caractères Braille. 

B Réponses : a. Vrai; b.Vrai; c.Faux; d.Vrai; e.Faux. 

B Justifications : 

a. Il y aura autant de caractères Braille formés avec 5 trous qu’il y a de 

choix de 5 trous parmi les 6 soit (5) = 6 donc la réponse est vraie. 

b. Il y aura autant de caractères Braille formés avec 4 trous qu’il y a de 

choix de 4 trous parmi les 6 soit (S 4 

c. Il y aura autant de caractères Braille formés avec 3 trous qu’il y a de 

) = 15 donc la réponse est correcte. 

choix de 3 trous parmi les 6 soit f = 20 donc la réponse est fausse. 

d. Le nombre caractères Braille est égal à la somme des caractères Braille 

formés avec 1 trou (soit 6), avec 2 trous (soit 15), avec 3 trous (soit 20), 

avec 4 trous (soit 15), avec 5 trous (soit 6), avec 6 trous (soit 1) donc le 

total est 6 + 15 + 20 + 15 +6 + 1 =63, soit 26—1 donc la réponse d. est 

correcte et la réponse e est fausse. 

Y _ Une urne contient 8 boules dont 3 rouges et 5 noires, et 6 cubes dont 2 rou- 

ges et 4 noirs. On effectue un tirage de deux objets simultanément, en sup- 

posant les tirages équiprobables. Alors : 
ne ne 22 

a. la probabilité de tirer un cube et une boule de couleurs différentes est — ; 
91 

b. la probabilité de tirer un cube et une boule de même couleur est ë $ 

c. la probabilité de tirer deux cubes rouges est _ ; 

d. la probabilité de tirer au moins une boule noire est =. 

E Réponses : a. Vrai; b.Faux; c.Faux; d. Faux. 

M Justifications : 
14 
) 

deux objets comportant 1 cube et une boule de couleurs différentes est 

GC) G)x()=2 et la probabilité cherchée est donc la 

réponse est correcte. 

© © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © € 

a. Le nombre de tirages possibles est ( = 91. Le nombre de tirages de 

600606600666 600606600098000686600060660066600086600e 666606066900 006060696000600006060000600660089600e 



b. Le nombre de tirages comportant un cube et une boule de même couleur 

est bd D () + _ x () = 6 + 20 = 26 donc la réponse est fausse. 

c. La probabilité de tirer deux cubes rouges est 2 = _ donc la réponse 

est fausse. 

d. La présence de la locution « au moins » nous entraîne vers la considéra- 

tion de l’événement contraire « pas de boule noire lors du tirage » dont la 
9 
2J 36 36 855 

probabilité est 01 01’ donc la réponse cherchée est 1 — 91-01 

UM 2 Une usine fabrique des vis de 2 cm de longueur. On note X la loi numéri- 

que ayant pour valeurs les longueurs des vis possibles exprimées en cm, p; 

la probabilité qu’une vis soit de longueur x.. 

On donne : 

Alors : 

a. l’espérance mathématique de X est 2 ; 

b. si on prélève au hasard une vis, la probabilité qu’elle soit au moins de 
3 

2 t =. cm est 3 

On prélève au hasard et avec remise 6 vis. 

La probabilité d’avoir : 
IDE 

€. au moins une vis de 1,8 cmest (5 : 
12 

(5 F1) 
d. exactement 2 vis de 1,8 cm est oo : 

6 
e. au moins une vis de longueur supérieure ou égale à 1,9 cm est 1 — (5) : 

& Réponses : a. Vrai; b. Vrai; c. Vrai ; d.Vrai; e. Vrai. 

B Justifications : 

1 1 1 1 1 
JE = 11} — ; _ _ _ — = & a. E(X) re Cu Foie ir 2, la réponse 

666666666608 8069686660 6866062 866600626000 9 06000 fournie est correcte. 200) 

e 

Lo 

Li 

e 

A 

e 

e 

se 

L 

LU 

LU 

e 

e 

] 

LL 

Ê] 

e 

El 

e 

Li 

EI 

& 

e 

L 

@ 

6 

LI 

& 

œ 

L 

e 

@ 

® 

LI 

e 

® 

L 

& 

© 

| 

e 

LL 

e 

® 

e 

® 
j L 

—7 %60060006000000609 800600200000 0009 



Y > 

Y > 

806666666060 0006866626686680680 000689886666 0060 

PROBABILITÉS 

b. Nous avons P(X = 2)=- stat +5=à 4’ la réponse fournie est correcte. 

c. La probabilité de tirer une vis de 1,8 cm lors d’un tirage est — = les six 
Tr 

tirages successifs avec remise d’une vis de 1,8 cm est, du fait de l’indépen- 

1m ; 
dance des tirages, (5) , donc la réponse fournie est correcte. 

d. La probabilité de tirer exactement deux vis de 1,8 cm lors de six tirages 

GTS AS PPT AUIRE ; 
successifs avec remise est (5) + (5) X (5) = (5) 12%” donc la réponse 

est correcte. 

e. La probabilité d’avoir au moins une vis de longueur supérieure ou égale 

à 1,9 cm est obtenue en considérant l’événement contraire « avoir aucune 
6 

vis de longueur supérieure à 1,9 cm » dont la probabilité est (5) , donc la 

réponse fournie est correcte. 

Soit X une loi numérique définie par: pour tout ke {1,2,3... n}, 

P(X=Kk)=In(af) avec a > 0. 

Alors : 

n(n +1) 2 

aa=e 2 ; b.a=e"r+r: CT RUES Ji sde 
7) n(n +1) 

1 
e a=-: 

n 

& Réponses : a. Faux; b.Vrai; c.Faux; d.Faux; e. Faux. 

& Justifications : 
n n n 

Nous devons avoir : Ÿ'in(ar) = SOI D 'kina = Nou (na) ŸK= 1, 

! k=1 k=1 k=i 
s1(n1 +1) 

or Die : 

k=i 

1 ? : 
= ————, d’où a =e"*+" et la réponse b. est correcte. nr CfRen 

DX 
k="1 

René aime le chocolat, mais il doit suivre un régime pendant une année. 

Donc : Ina = 

Le premier jour, il ne mange pas de chocolat. Si un jour nr donné, 

(1 < n < 364), René ne mange pas de chocolat, il y a une chance sur 5 
866660886606 6800 006066000066 0600660680 260066665900 
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qu’il n’en mange pas le lendemain. Si ce même jour, René mange du cho- 

colat, il y a une chance sur 2 qu’il n’en mange pas le lendemain. 

Pour n = 1, on désigne par F, l’événement « René ne mange pas de cho- 

colat le jour n » et par p, la probabilité de F,.. 

1 1 

1 
b. Pour n = 3, on a: Pa (EF) “a et Poe(l) 5 

3 Il 
c. Pour n = 2, ona: p,=- 102-1+5 

5 8 = 5 NU me n—1 d. Pour n GT y TE 130.3) 3 

& Réponses : a. Faux; b. Vrai; c. Vrai; d. Vrai. 

& Justifications : 

a. Nous avons P(F,)=0, donc PE) n’a de sens. 

b. D’après les données, nous avons PR tr: Je Et PE = (E,) = Do. 

c. Pour tout entier n = 2, nous avons F, =#; : Q 

avec Q=F, , (EE 

DonciF'= FM AUE®)= (PME UE MERE) 

RCE, )z PP NES) P(FaN 

et (F,NF,_;) sont incompatibles. 

D'où p;= PEACE) X PEN P(F 

Il 1 
Pa SPn-i +5 D, 1): 

Eee Car (Re NIE")) Fr 

n—l n-1)XPE—(F,) 

1 
Pour tout n = 2, Dre Pr ii GA 

d. La démonstration du résultat annoncé s'effectue par récurrence sur n. 

SR AT 
0006000066 6 © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © © 



PROBABILITÉS 

SUJETS Se préparer à l’examen 

2 

2 . 

= 

: 

Exercices d'application 

[1] Nous appelons anagramme d’un mot chacun des « mots », ayant un sens 

ou non, que l’on peut former avec les lettres de ce mot placées à la suite 

les unes des autres de toutes les façons possibles. 

Déterminer le nombre d’anagrammes de : 

a. ROI 

b. AVANTAGE 
c. ANANAS. 

(2 À l’aide des chiffres 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, on forme des numéros de 

téléphone à 7 chiffres. 

Un numéro pouvant commencer par le chiffre 0, les numéros suivants par 

exemple, sont acceptés : 0000000, 0010023, … 

1. Déterminer le nombre de numéros à 7 chiffres que l’on peut former. 

2. Déterminer le nombre de numéros à 7 chiffres tels que : 

a. le numéro soit formé avec deux 1, deux 2, trois 9 ; 

b. le numéro soit formé avec deux chiffres distincts et deux seulement. 

@ Un sondage est effectué dans une société comprenant 40 % de cadres et 

60 % d'employés. On sait que 20 % des cadres et 10 % des employés de 

cette société savent parler l’anglais. 

1. On interroge un individu au hasard. Quelle est la probabilité pour que 

ce soit : 

a. un cadre sachant parler l’anglais ? 

b. un employé sachant parler l'anglais ? 

c. une personne sachant parler l’anglais ? 

2. L’individu interrogé sait parler l'anglais. 

Quelle est la probabilité pour que ce soit un employé ? 

3. On interroge au hasard, et de manière indépendante, 15 personnes de cette 

société. 

Quelle est la probabilité pour que, sur ces 15 personnes, 8 parlent l’anglais ? 203 



O Une loi numérique continue X est une variable uniforme sur [O1 ste 

admet une densité de probabilité f définie par : 

0 pour x < 0 

CNE ARS DOULUE"E=l 

Ompour rx #1 

1. Représenter graphiquement la fonction f ainsi que la fonction de répartition 

F associée. 

2. Quelle est la probabilité de l'événement (0,25 < X < 0,5) ? 

3. Calculer E(X), V(X). 

@ Une loi numérique continue de densité de probabilité f est définie sur 

NAT 0 . &; 

1. Vérifier que l’aire comprise entre la courbe de la fonction densité de proba- 

bilité et l’axe des abscisses est égale à 1. 

2. Représenter graphiquement F et f. 

3. Calculer E(X), V(X) et o(X). 

Exercices de synthèse 

© Dans une population P, deux maladies M, et M, sont présentes respective- 

ment chez 10 % et 20 % des individus (le nombre de ceux qui souffrent 
des deux maladies est négligeable). 

On entreprend un dépistage systématique des maladies M, et M. Pour cela on 

applique un test qui réagit à la maladie sur 90 % des malades de M,, sur 70 % 

des malades de M,, et sur 10 % des individus qui n’ont aucune de ces deux 
affections. 

1. Quand on choisit au hasard un individu i de P, quelle est la probabilité pour 
que le test réagisse ? 

2. Sachant que pour cet individu i le test a réagi, donner les probabilités pour 
que ce soit à cause de la maladie M,, à cause de la maladie M, sans que i ait 

l’une des deux maladies. 



PROBABILITÉS (9 

3. On hospitalise les gens dont le test est positif, pour divers examens et éven- 

tuellement un traitement. En moyenne, le coût pour un malade de M. est de 

300 €, pour un malade de M, il est de 200 €, et pour un non-malade il est de 

80 €. 

Donner la moyenne de ce coût sur chaque individu ayant un test positif. Si on 

répartit le.coût uniformément sur l’ensemble de la population P, combien 

devra payer chaque individu de P ? 

Li 

>2 

=  . 

6) On étudie la descendance d’un homme aux yeux bruns, porteur du géno- 

type aA constitué par deux gènes différents a et À, au sein d’une popula- 

tion homogène constituée d’individus qui ont les yeux bleus si et 

seulement s’ils sont porteurs du génotype AA. Chaque individu hybride 

aA peut également transmettre à son enfant soit le gène a, soit le gène A 

avec une égale probabilité. 

1. Quelle est la probabilité pour qu’un enfant de l’homme aux yeux bruns ait 

les yeux bruns ? 

2. Quelle est la probabilité pour qu’un petit-enfant de l’homme aux yeux 

bruns ait également les yeux bruns ? 

3. Si la descendance de l’homme aux yeux bruns comprend, à la seconde 

génération, trois petit-enfants, donner l’expression de la probabilité P(Kk) pour 

que k d’entre eux aient les yeux bruns. Calculer P(k) pour k = 0, 1,2 et 3. 

L'épreuve 

@ Une urne contient 5 boules noires et 5 boules blanches. On en prélève n 

successivement et avec remise, n étant un entier naturel supérieur ou égal 

à 2. On considère les deux événements suivants : 

À : « On obtient des boules des deux couleurs » ; 

B : « On obtient au plus une blanche ». 

1. a. Calculer la probabilité de l’événement : « Toutes les boules tirées sont 

de même couleur ». 

b. Calculer la probabilité de l’événement : « On obtient exactement une boule 

blanche ». 

c. En déduire que les probabilités P(A NB), P(A), P(B) sont: 

n 1 n+l 
P(ANB)=—; P(A)=1-——; P(B)= L (ANB)=% P(A)=1- 7 P(B)= 

2. Montrer que P(A NB)=P(A) x P(B) si, et seulement si, 2"-!=n+1. 205 



3. Soit (u,) la suite définie pour tout n entier naturel supérieur ou égal à deux 

paru, =2"51=(n+1). 

Calculer u,, u3, U4. 
Démontrer que la suite (u,) est strictement croissante. 

À. En déduire la valeur de l’entier n tel que les événements A et B soient indé- 

pendants. 

@ Voici le tableau de répartition des principaux groupes sanguins des habi- 

tants de France : 

pois 

Dans cet exercice, les résultats numériques demandés seront, s’il y a lieu, 

arrondis à 3 décimales. 

1. L'objectif de cette question est de compléter à l’aide de données de ce 

tableau l’arbre suivant, à recopier sur la copie. 

O 

Rh+ 

B 

AB 

O 

Rh- 

AB 

L'expérience consiste à choisir une personne au hasard dans la population don- 

née (les habitants de France). 

On note Rh+ l’événement : « La personne a le facteur Rh+ ». 

On note O l’événement : « La personne appartient au groupe O ». 

a. Déterminer la probabilité P,, c’est-à-dire P(Rh+). 

On détaillera le calcul effectué puis on reportera ce résultat dans l’arbre. 

Déterminer de même la probabilité P, (en détaillant les calculs). 

b. Compléter le reste de l’arbre, en remplaçant chaque point d’interrogation par 

la probabilité correspondante (il est inutile de détailler les nouveaux calculs). 206 
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2. a. Comment peut-on, à partir de l’arbre complété, déterminer la probabilité 

de O ? 

Vérifier ce résultat à partir du tableau. 

b. Quelle est la probabilité pour qu’une personne appartenant au groupe O ait 

le facteur Rh+ ? 

3. a. On tonsidère n personnes choisies au hasard dans la population donnée 

(les habitants de la France). 

Calculer, en fonction de n, la probabilité p pour qu’il y ait, parmi elles, au 

moins une personne du groupe O. 

b. Calculer la plus petite valeur de n pour laquelle on a p = 0,999. 

2 
LU 

< 
x 
Lu 

[10] À titre expérimental, une cabine téléphonique publique a été équipée d’un 

système qui coupe automatiquement toute communication au bout de 

6 minutes. On note X la durée (en minutes) d’une communication télépho- 

nique dans cette cabine. On admet que la fonction de répartition de X est 

la fonction F définie par : 

FX) = DMSERES D 

F(x)=2 0<x<6: 
6 

FR)=-lesi-x-6: 

1. Déterminer la probabilité qu’une communication téléphonique dans cette 

cabine dure : 

a. moins de 5 minutes ; 

b. moins de 8 minutes : 

c. plus de 10 minutes ; 

d. plus de 2 minutes mais au plus 4 minutes ; 

e. plus de 4 minutes ; 

f. exactement 3 minutes. 

2. Déterminer la densité de probabilité, l’espérance, la variance et l’écart type 

de X. 

Représenter la densité de probabilité f de X. 

Représenter les probabilités demandées aux questions 1. a., 1. b., 1. d., sur 

la représentation graphique de f. 

3. On considère 10 communications successives indépendantes. 

a. Quelle est la probabilité que ces 10 communications durent toutes moins 

de 5 minutes ? 

b. Quelle est la probabilité que l’une au moins de ces 10 communications 

dure moins de 5 minutes ? 207 



® La demande mensuelle d’un certain produit, exprimée en tonnes, est une loi 

numérique X continue qui prend ses valeurs dans l’intervalle [0 ; 700]. La 

densité de probabilité de X est donnée par la fonction f définie par : 

= _ 5% 10-6x (7001-72) pour 1€ [0 ; 700] et f(=0 pour 
te [0 ; 700]. 

La représentation graphique de la fonction f est donnée ci-dessous : 
DM IMT Mit sim tit sl fe ee Mu M M RU ee ge merite he _ 

j T T F T ne ] FFE I 
| | | | | | | 
| | | 

0.114100 .11-200 

100 
On admettra que Ï f(r) dt = 0,0554. 

0 

1. À l’aide de la représentation graphique de f, déterminer la probabilité que la 

demande mensuelle X soit : 

a. inférieure à 100 tonnes ; 

b. inférieure à 350 tonnes ; 

c. supérieure à 600 tonnes ; 

d. comprise entre 100 tonnes et 350 tonnes 

e. inférieure à 800 tonnes ; 

f. supérieure à 1 000 tonnes : 

g. égale à 350 tonnes ; 

h. inférieure à 350 tonnes sachant qu’elle est supérieure à 100 tonnes. 

2. On note F la fonction de répartition de X. 

a. Donner F(100). 

b. Déterminer F. 

ÉÈ 
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® La distribution des revenus mensuels, exprimés en euros, d’une certaine 

population de salariés permet de définir la loi numérique X qui, à chaque 

personne de cette population associe son revenu mensuel en euros. La 

fonction de répartition F de X est définie par : 

AO 456,533 

(0,01x)* 
X suit une loi dite de Pareto. 

pour x > 770 et F(x) =0 sinon, 

> . 

=. 
Æ 

Lu 

u 

LI 

1. On tire au hasard un élément de cette population. Déterminer la probabilité 

que le revenu mensuel de cette personne soit : 

a. inférieur à 1 500 € ; 

b. supérieur à 770 € ; 

c. supérieur à 1 250 € ; 

d. compris entre 1 500 € et 2 000 €. 

2. Déterminer le salaire mensuel en dessous duquel se situe 95 % de cette 

population. 

3. Déterminer la fonction de densité de X. 

© Donner les réponses à cet exercice dans les cadres prévus. 

Deux joueurs A et B disposant au départ respectivement des sommes S, et Sp 

(en euros) pratiquent le jeu suivant : 

On lance, plusieurs fois de suite, une pièce non truquée (les lancers sont sup- 

posés indépendants). 

À la suite de chaque lancer : 

Si Pile apparaît, le joueur A donne 1 € au joueur B. 

Si Face apparaît, le joueur B donne 1 € au joueur A. 

Le jeu s’arrête dès que l’un des joueurs est ruiné (c’est-à-dire qu’il n’a plus 

d’argent). L'autre joueur est alors le vainqueur de jeu (il possède alors la 

somme SA + Sp). 

Dans tout l'exercice, on suppose que S + Sg = 4, et on limite le jeu à trois 

lancers. 

1. L'arbre suivant, incomplet, permet de décrire la situation financière du 

joueur À, au cours des trois lancers, dans un cas particulier. Dans cet arbre, 

Pile désigne « Pile est sorti » et Face désigne « Face est sorti ». 

Compléter l’arbre en remplaçant les points d'interrogation par les valeurs 

manquantes. On pourra, dans la suite de l’exercice, utiliser ce type d’arbre. 209 
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A possède 

auldépart (CMEUTOS) re ER 

lit Face 

A possède 1 3 

ADTÉS LE ARC 

Pile Face Pile Face 

A possède 

Aprés C2 AlANCER = ee Re 

Le jeu s’arrête. 

B est vainqueur. 

Pile Face Pile Face 

A possède 

Après Je, TANCEr Rs RE nn teen eue 

2. Dans cette question, le joueur A possède au départ 2 euros : S, = 2. 

a. Déterminer la probabilité P que le joueur A soit vainqueur. 

b. Déterminer la probabilité Q que le joueur B soit vainqueur. 

c. Déterminer la probabilité R qu’il n’y ait pas de vainqueur du jeu. 

3. Dans cette question, le joueur À possède au départ 3 euros : S, = 3. 

On note G, la loi numérique représentant la somme possédée par le . 

joueur À à la fin du jeu. 

Pour ke {0, 1,2, 3,4}, on note p, la probabilité que G, soit égal à k, soit 

Pr = P(GA=R). 

a. Calculer p, pour k € {0, 1, 2, 3,4}. 

b. Déterminer l’espérance mathématique de la loi numérique G ge 

On notera cette espérance E;(G;). 
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4. Dans cette question, le joueur À possède au départ n euros avec : 

REIMS SAS TE 

On considère les lois numériques G, et GK représentant les sommes possé- 

dées par les joueurs A et B à la fin du jeu. 

a. Donner une relation entre les espérances mathématiques des lois numéri- 

ques G\ et Gg. 

On notera ces espérances E(G,) et E(Gp). 

b. Calculer l’espérance mathématique de G A en fonction de n. 

| /\e , /\e 

Le jeu s’arrête. 

B est vainqueur. 
Pile /Face\ Pile Face 

3.b. E,(G,)= 

4. a. Relation entre E(G;) et E(Gn) 

4.b. E(G,)= 

2 
Li 
2 
< 
x 
Li 
— 

u1 
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@® Donner les réponses à cet exercice dans les cadres prévus. 

Préambule : Soit t un entier positif. 

À l'instant f, une bactérie vit dans un milieu de culture. 

À l'instant suivant { + 1, cette bactérie peut : 

sr 2 
* mourir avec une probabilité 2’ 

Te ed | 
* continuer à vivre avec une probabilité 7 

+ se diviser en deux bactéries identiques avec une probabilité 
NI 

Partie À 

On suppose, dans cette partie, qu’à l’instant r, il y a deux bactéries b, et b;, 

dans le milieu de culture, chacune se comportant de la même façon, décrite 

dans le préambule, et indépendamment l’une de l’autre. 

On appelle X le nombre total de bactéries à l’instant (f + 1). 

1. Compléter le tableau donné, à l’aide du nombre n de bactéries restantes à 

l'instant (1 + 1) et de la probabilité p de l’événement correspondant. 

2. Quelles sont les valeurs possibles prises par X ? 

3. a. Décrire, à l’aide d’une phrase, l’événement { X = 2}. 

b. Montrer que la probabilité de l’événement { X = 2} est égale à : 

5 pX=2)= 

Partie B 

On suppose, dans cette partie, qu’à l’instant O, il y a une seule bactérie dans le 

milieu de culture, qui se comporte comme décrit dans le préambule. 

Ensuite, si à l’instant 1, 1l y a des bactéries, elles se comportent, à l'instant sui- 

vant, comme la bactérie initiale et ceci, indépendamment les unes des autres. 

Si à un instant, il n’y a plus de bactérie, le processus d’évolution s’ arrête. 

On se propose d'étudier le nombre de bactéries à l'instant 2. 

1. Compléter l’arbre donnant toutes les possibilités pour le nombre de bacté- 

ries aux instants 1 et 2. Donner sur chaque branche de l’arbre, la probabilité 

correspondante. 212 
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2. On désigne par À, l'événement « À l'instant 1, il y a une bactérie » et par 

B, l’événement « A l'instant 2, il y a deux bactéries ». 

a. Donner la probabilité p\ (B;) qu'il y ait deux bactéries à l'instant 2, 

sachant qu’il y avait une bactérie à l’instant 1. 

b. Calculer la probabilité p(A, N B,) qu’il y ait une bactérie à l'instant 1 et 

deux bactéries à l’instant 2. 

3. On désigne par À, l'événement « À l'instant 1, il y a deux bactéries ». 

a. Donner la probabilité p A,(B2) qu'il y ait deux bactéries à l’instant 2, 

sachant qu’il y avait deux bactéries à l’instant 1. 

b. Calculer la probabilité p(A, N B,) qu’il y ait deux bactéries à l'instant 1 

et deux bactéries à l’instant 2. 

4. Soit Y la loi numérique représentant le nombre de bactéries à l’instant 2. 

a. Quelles sont les valeurs que peut prendre Y ? 

b. Calculer la probabilité de l'événement { Y = 2}. 

c. Calculer la probabilité de l’événement {Y = 0}. 

d. Faire un tableau donnant la loi de probabilité de Y 

e. Calculer l’espérance E(Y) de Y 

A. T1. 

Bactérie b, 

continue à vivre se divise en 2 

continue à vivre 

se divise en 2 

2 
Lu 
S : 

LC 

X. 

dd 
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B. 1. 
Nombre de bactéries 

A INStAnT OPERA PTS RU l 

à l'instant l ane mate adas Armement dre à 

AANStant 2 NN Re Le +1 ARS RS re ra LR AADEE. 

B.2.a p,(B)= 

B.2.b. p(A,NnB,)= 
L 
B. } a. PA,(B:) = 

ler 

BSD 0PB 

MÉtR 

. pW=2)= 

p(Y =0)= 
| 

B. 4. d. |y 

p(Y=)}y)= | 

B. 4. e. E(Y)= 
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® On considère la fonction f définie sur [0 ; 1] par : 

f(x) =x(lex)es 

1. Montrer que pour tout nombre réel x de [0 ; 1]: 

f'(x)=(-x2-x+1)er. 

2. Étudier les variations de la fonction f; construire son tableau de variations. 

>. 

2 
(rl 
= 
€  - 

ni 

3. Soit la fonction F définie sur [0 ; 1] par F(x)=(—-x2+3x-3)ex. 

Montrer que F est une primitive de f. 

1 
4. On pose I = Ï f(x) dx. Calculer I. En donner une valeur approchée à 

0 
107 * près. 

5. k désignant un nombre réel, on considère la fonction g définie sur [0 ; 1] 

par g(x) = kf(x). 
l 

Déterminer la valeur de k telle que Ï FAPAESENR 
0 

6. On suppose dans cette question que pour tout x de [0 ; 1], 

AC — f(x) ; on admet que g est une densité de probabilité sur [0 ; 1]. 

Soit X la loi numérique continue, prenant ses valeurs dans [0 ; 1], admettant 

la fonction g comme densité de probabilité. Dans ce cas si a et b sont des 

nombres réels de [0 ; 1], on a: 

b 
Prob(a < X < b) =| g(x) dx. 

Calculer la probabilité que X prenne des valeurs comprises entre O0 et 0,5. 

Donner la valeur exacte puis une valeur approchée du résultat à 10-* près. 
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124% Exercices d'application 

© a. Le nombre de « mots » que l’on peut former avec les 3 lettres distinctes 

du mot ROI est égal au nombre de bijections de {1,2,3} sur {R,O, I} 

c’est-à-dire au nombre de permutations de l’ensemble {R, O, I} soit 

3!=6. 

b. Cherchons le nombre de «mots » que l’on peut former avec les 8 lettres du 

mot AVANTAGE. Ces 8 lettres ne sont pas distinctes puisque A y figure 

3 fois. 

Considérons l’ensemble { A,, À,, A:, V,N,T, G,;E}. Avec ces 8 lettres 

distinctes on peut former 8! « mots ». Mais étant donné un tel mot, en effec- 

tuant toutes les permutations possibles sur A;, A;, A;, nous obtenons 3! 
« mots » différents lorsque les 3 lettres A sont affectées d’indices, et identi- 

ques si l’on supprime les indices. 

Le nombre d’anagrammes du mot AVANTAGE est donc : 

8! 
3! = 6 720. 

c. Le nombre d’anagrammes du mot ANANAS, dans lequel la lettre A est 

répétée 3 fois et la lettre N 2 fois, est, par un raisonnement analogue : 

6! 
3021 = 60. 

@ Un numéro de téléphone est une suite ordonnée de 7 chiffres avec répétition. 

1. Un numéro de téléphone de 7 chiffres correspond à une application de 

fensembeiC; CG, CCC CS Gers tO0 2 RSS 0720 

Le nombre de numéros est alors 107. 

2. a. Le nombre de numéros à 7 chiffres formé avec deux 1, deux 2, trois 9 

(a a El a oi = 210. En effet, il y a façons de placer les deux 

1, puis, ces deux 1 étant placés, il y a Ô) façons de placer les deux 2, puis il 

216 reste 3 places pour les trois 9. 
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b. Soit C, et C, deux chiffres distincts, il y a donc (5) façons de choisir 

deux chiffres distincts. Avec ces deux chiffres, on pourra donc former Di 

numéros de 7 chiffres (voir 1.). 

Les numéros C,C,C,C,C,C,C, et C,C,C;,C,C,C,C, ne conviennent 

pas, d’où le nombre de numéros formés avec deux chiffres distincts, et deux 

seulement, est (51 X (272), soit 5 670. 

L'EXAMEN Ur 

@ Traduisons les données de l'énoncé sous forme de probabilité, La société 

emploie 40% de cadres et 60% d'employés, ce qui se traduit par 

p(C) = 0,40 et p(E) = 0,6. 

20 % des cadres et 10 % des employés de cette société savent parler l’anglais 

ce qui se traduit par P-(A) = 0,20 et PA(A) = 0,10. 

La situation étudiée se traduit de la manière suivante à l’aide d’un arbre pon- 

déré, en appelant C le fait d’être cadre, E celui d’être employé, A celui 

d'apprendre l’anglais et À l’événement contraire de A. 

c ou encore 
4 0, A pour 100 

personnes de 

l’entreprise 

1. a. P(ANC)= P(C) x P«(A), soit P(A NC) =0,4 X 0,2 = 0,08. 

b. P(ANE) = P(E) x P&(A), soit P(A NE) = 0,6 X 0,1 = 0,06. 

14 
C. P(A) — 100 5’ soit P(A) = 0,14. 

P(ENA) 
2. P,(E) = ——, avec P(E N A) = 0,06 et P(A) = 0,14. 

P(A) 

(re __ 0,06 ; de 
D'où P,(E) = 0,14’ soit PACE) = | 

P, (E) = 0,43. 217 



3: La probabilité pour qu’une personne de l’entreprise parle anglais est 0,14. 

La probabilité pour qu’une personne de l’entreprise ne parle pas anglais est 

0,86. 

Soit F l’événement : « 8 personnes parmi les 15 interrogées parlent anglais ». 

P(F)= (5 Jose) (schéma de Bernoulli). 

P(F) = 0,00033. 

O 1. f est positive sur R et Ï 1dt=1 (fest nulle en dehors de l'intervalle 
0 

[0 ; 1]) qui représente l’aire du rectangle OABC. f est bien une densité de 

probabilité et alors, nous avons F(x) = P(X < x) est définie par : 

pour x <0, F(x)=0; 

pour 0<x< 1, F(= | TEE 
0 

DOUÉ VAL (CEA 

_| Représentation graphique de f Représentation graphique de F 

------1 & = 

© Q 5 SL 
2. La probabilité de l’événement (0,25 < X < 0,5) est donnée par : 

0,50 D 30 
P(0,25 < X < 0,5) =| 1 de = [1% 

0,25 

soit P(0,25 < X <0,5)= 2 

3. EQD= ['rar= [5] soit E(X)= 3; 
0 

V(X)=E(X2)-[E(X)P soit V(X)= [ ne -i 
0 

1 
donc V(X)= D Le 

CES 



PROBABILITÉS 

Es] 1. L’aire comprise entre la courbe de densité de probabilité et l’axe des abscis- 

ses représente la somme des probabilités. Celle-ci étant égale à 1 : 
51 

[ f(hdt=1. 
0 

Bree Lroar-[ (ar H(r- 5)] OL 

2. Sur l'intervalle [0;2] la fonction F est une primitive de f, soit 

REA 5(2* — =) 

Représentation graphique de F sur [0 ; 2] 

3. E(X) = [era f 
0 

soit E(X) = 

u 

2 
Les 

> 
< 
x 
Lui ne 
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van Leroue FE ue pe $à 
soit v(x)=3 d'où o(X)= B 

AS Exercices de synthèse 

@ Pour ie Ÿ, posons : 
M, : «i a la maladie M, » 

M, : « i a la maladie M, » 

E : «i n’a pas la maladie M, et n’a pas la maladie M, » 

R : « le test réagit ». 

Les hypothèses nous donnent : 

il À) 3 
PO E TE P(M)= 7: AODERT 

9 gl 1 PRES: Pu(R)= Si Pe(R)= 
Utiisons un arbre pondéré pour interpréter les différentes situations. 

R (1) 0,9 

M, ER 

DAS REC) 
0,1 

0,2 0,7 RE (6) 
1 M 

0e Re) 

0,7 0,1 R (5) 

E ee 
0,9 R (6) 

1. R est réalisé pour les cas (1), (3) et (5), autrement dit : 

R=(M NR)U(M NR)U(ENR). 

Les événements M,NR, M, NR, ENR, étant deux à deux incompatibles : 

P(R)=P(M,NR)+P(M, NR)+P(ENR). 

P(M,NR)=0,1x0,9=0,09 (cas 1) 

P(M, NR)=0,2X0,7=10,14. (cas 3) 

P(ENR) =0,7 X0,1=0,07- (cas) 
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ur 

car à l’aide des probabilités conditionnelles nous obtenons : 

P(M, NR) = P(M,) x Py,(R) = 0,1 x 0,9 = 0,09 

P(M,NR) = P(M;) x Pu,(R) = 0,2 x 0,7 = 0,14 

P(ENR)=P(M,) x PE(R) = 0,7 x 0,1 = 0,07. 

P(R) = 0,09 + 0,14 + 0, 07 

P(R}=0S 

Le test réagit avec une probabilité de 0,3. 

La proportion des individus qui ont un test positif par rapport à la population 

totale est donc 30 %. 

Z 
Lui 
= 
< 
X 
Lu 
_ 

2. Nous devons ici déterminer PR(M.,), PR(M;) et PR(E). 

ECVAR) 0 002 PAM) he Ga soit Pr(Mi) = 0,3. 

DTA 7: 
= Des Soit PR(M;) = 1 

P(ENR) _ 0,07 7 
PROD 03: Soit PRE) = 35 

3. Pour chaque individu ayant eu un test positif, la dépense occasionnée 

sera de : 

300 € avec une probabilité de 0,3 ; 

200 € avec une probabilité de . ; 

80 € avec une probabilité de . 

Soit X la loi numérique « dépense occasionnée pour un individu ayant eu un 

test positif » : 

3 P(X = 300) =: P(X = 200) = L: P(X = 80) = 
e 3 fl 4 

PO) ERO0S 200 SU 

E(X) = 202 €. 

Si N est l’effectif total de la population, le coût total de l’ensemble des tests 

peut-être estimé à 202 x N x 0,30 donc le coût moyen unitaire sur l’ensemble 

Fe = 202 x 0,30 = 60,6 €. de la population peut-être estimé à 



@ 1. Utilisons un tableau à double entrée 

La probabilité pour qu’un enfant de l’homme aux yeux bruns ait également 

les yeux bruns est : 2 _1 
1272 

2. Il est préférable ici d’envisager un arbre de descendance : 

gènes enfant petit-enfant 

transmis par 

le père 

A 

Donc, la probabilité pour qu’un petit-enfant de l’homme aux yeux bruns ait 

les yeux donc bruns est : . = 2 
8 4 

3. Pour chacun des petits-enfants, l’événement « avoir les yeux bruns » est 

un schéma de Bernoulli de probabilité p = 2 

Le nombre de petits-enfants (k = 0, 1, 2, 3) qui ont les yeux bruns est une 

loi numérique qui suit la loi binomiale B(n ; 1) avecn =. 

P&=(5)p" 0 — p}-k pour & = 0,12, 3 

P (4) = 26) pour k = 0, 1, 2, 3 

raro-(E) = 0e 222 
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2 
Lu 

=. 
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_ 
—| 

TS 
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Il 

L'épreuve 

@ Une une contient 5 boules noires et 5 boules blanches. On prélève successi- 

vement et avec remise, r boules de cette urne (n désignant un entier naturel 

supérieur ou égal à 2). 

Soient À et B les événements : 

À : « On obtient des boules des deux couleurs » ; 

B : « On obtient au plus une boule blanche ». 

1. a. Soit C l’événement : « Toutes les boules tirées sont de la même 

couleur ». 

C est réalisé lorsque les boules tirées sont : 

— soit toutes noires ; 

— soit toutes blanches. 

La probabilité de tirer une boule blanche au cours d’un tirage est égale à = 

c’est-à-dire : La probabilité de tirer une boule noire est aussi égale à : 

puisque l’urne contient 10 boules dont 5 noires. 

Les n tirages s’effectuant de façon indépendante (puisqu'ils sont effectués 

avec remise), la probabilité de tirer n boules blanches est égale à (;) et 
n 

celle de tirer n boules noires est aussi égale à (3) : 

Les événements « Toutes les boules tirées sont noires » et « Toutes les boules 

tirées sont blanches » sont incompatibles. On en déduit que : 

"o-(ÿ 4) = 
a —— 



P(C)=2x G) 

1 
P(CIEL2X—= (C)=2%x;; 

1 
P(CIS = 

1 
2n ET 

b. Soit D l’événement « On obtient exactement une boule blanche ». 

La probabilité de tirer #7 boules de même couleur est égale à 

La probabilité de tirer une boule blanche au cours d’un tirage est égale à ; et 

celle de tirer n — 1 boules noires au cours de n — 1 tirages est — 

Les tirages étant effectués de façon indépendante, la probabilité de tirer une 

boule blanche et n — 1 boules noires, la boule blanche étant prélevée à un 

tirage déterminé, est ; X _— = . Or il y a n tirages, donc 1l y a n façons 

de tirer la boule blanche. 

Par conséquent, on a P(D)=7* : 

n P(D) => 

La probabilité de tirer exactement une boule blanche est égale à ; . 

c. ANB est l’événement « On obtient des boules des deux couleurs et au plus 

une est blanche », autrement dit, « On obtient une boule blanche et les autres 

boules sont noires » car si l’on ne tire pas de boule blanche, toutes les boules 

tirées sont noires et les boules tirées ne sont alors pas des deux couleurs. 

On en déduit que ANB=D, 

et par suite que P(ANB)=P(D) 

n 
P(ANB)= Si 

L'événement contraire de A est C : « Toutes les boules tirées sont de la même 

couleur ». 

Par conséquent, POATETEP(C) 

1 
P(A) = 1- 2n-i 
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ou 

B est réalisé lorsque l’on a : ] 

— soit tiré n boules noires (événement de probabilité égale à D lu 

— soit tiré 1 boule blanche et n — 1 boules noires (événement D de probabi- 

lité égale à D ). 

2 
ra 

= 
< 
X 
Lu 

D 

Ces deux événements étant incompatibles, on en déduit que : 

on-1 si 

2 L= n +1: 

A et B sont indépendants si, et seulement si, 22 - ! = n + 1. 

3. Soit (u,) la suite définie, pour tout n € N tel que n = 2, 

par us = 20 (n + 1)! 

Nous avons : 

°u,=21-3 donc u,=-1. 

°u3=22—4 soit u3=0. 

US et donc u,=3. 
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, 

ui =2ttl-l (n+1+1)-2"-1+4+(n+1) 

U,,j—-u,=2"-2"-121 

Uyij-u,=2""1(2-1)-1 

HE uR=2 in ile 
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Or la suite (v,) définie par v, = 2"-! est géométrique de raison strictement 

supérieure à 1 et de premier terme v,=2 (v, > 0), ce qui permet d’affr- 

mer que (v,) est strictement croissante. Par conséquent : 

pour tout n € N avec n = 2, ona v, = 2, et par suite, 

pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, 

Us 41 —U, 7 0. 

Ce qui prouve que (,) est strictement croissante. 
S 

4. Nous avons montré à la question précédente que u,=0, donc 

2!-l=n+1 pour n=3. Puisque (u,) est strictement croissante, on en 

déduit que si n > 3, alors u, >0 etu,<0 donc u,=0 si, et seulement si, n = 3. 

Les événements A et B sont indépendants si, et seulement si, on effectue 

trois prélèvements successifs d’une boule dans l’urne. 

@ 1. Soient Rh+ et O les événements : 

Rh+ : « La personne a le facteur Rh+ » ; 

O : « La personne appartient au groupe O ». 

a. Soit P, la probabilité de l’événement Rh+. 

Les événements O, A, B et AB sont deux à deux incompatibles et forment 

une partition de l’univers. Nous avons donc, d’après la formule des probabili- 

tés totales : 

P,=P(Rh+NO)+P(Rh+fN A)+P(Rh+NB)+P(Rh+1N AB) et 

le tableau de répartition nous donne : 

P(Rh+ NO) = 5 

P(Rh+ N A) = Te 

P(Rh+NB)= sa 

et P(Rh+ N AB) = Le 
Il s’ensuit que l’on a : 

266100 2100487100 M 00 

La probabilité qu’une personne soit de facteur Rh+ est égale à 0,821. 
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La probabilité P, est définie par : 

P; = Prn:(O) 

ns P(ONRh+) 
c’est-à-dire P, = PROS 

05 

- 

P, = 0,426 à 10-* près. 

La probabilité qu’une personne de facteur Rh+ soit du groupe O est 

égale à 0,426 à 107* près. 

b. Bien que le détail des calculs ne soit pas demandé, on peut cependant jus- 

tiñer les résultats énoncés dans l’arbre donné page suivante. 

Les événements Rh+ et Rh- forment une partition de l’univers Q considéré 

donc P(Rh+) + P(Rh-)=1 

0,821 + P(Rh-)=1 

d’où P(Rh-) = 0,179. 

P(ANRh+) 

P(Rh+) 

0,381 
Prh:(A) = 081 

soit Pan. (A) = 0.464 à 103 près. 

Nous avons PENSE 

P(BNRh+) 
P(Rh+) 

0,062 

LL 
Prn.(B) = 0.076 à 107 près. 

De la même façon,  PR,,(B) = 

Puisque  Pes,(O) + Pr: (A) + Prn:(B) + Prn:(AB)=1 

on en déduit que 0,426 + 0,464 + 0,076 + Pr,,(AB)=1 

Prn.(AB) = 0,034. 

Une démarche analogue permet d’établir les possibilités associées aux bran- 

ches issues de l’événement Rh-. 227 
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0,503 

0,402 

0,067 

0,028 

2. a. La probabilité de O est obtenue à partir de l’arbre en additionnant 

les produits de probabilité issus des branches aboutissant à O : 

P(O) = 0,426 x 0,821 + 0,503 x 0,179 

P(O) = 0,440 à 107* près. 
Les données du tableau permettent d’établir directement que : 

35 ) 
P(OIE= 100 + T00 

P(O) = 0,440 à 107* près. 
b. La probabilité qu’une personne appartenant au groupe O ait le facteur Rh+ 

esuPe,-(O 
P(Rh+NO) 

P(O) 

Pr(O)= FT 
Pan:(0) = 0,795 à 10-* près. 

La probabilité qu’une personne du groupe O ait le facteur Rh+ est égale 

à 0,795 à 107* près. 

3. a. On considère n personnes choisies au hasard dans la population 
française. 

La probabilité qu'aucune des n personnes ne soit du groupe O est 

(1—-P(O))"=(0,56)" (on suppose que n est suffisamment petit pour ne 

pas modifier la répartition des groupes sanguins et des facteurs et que, par 

conséquent, on se trouve en situation d’indépendance). 

PRh+(0O) F 
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« Au moins une des n personnes est du groupe O » est l’événement contraire 

de « Aucune des n personnes n’est du groupe O ». On en déduit que sa pro- 

babilité p est : 

p=1-(0,56)". 

b. p = 0,999 équivaut à 1 —(0,56)" > 0,999 

(0,56) < 0,001 

In(0,56)" < In0,001 

nln0,56 < In0,061 

He In0,001 

In0,56 

= 11,9: à 0,1 près. 

5 

2 
Lis 

2. 
< 
X 
nr 

7 

soit 

In0,001 

In0,56 

Il faut choisir au moins 12 personnes pour que la probabilité qu’au 

moins une d’entre elles soit du groupe O soit supérieure à 0,999. 

Or 

(10) 1. Rappelons que dans le cas d’une loi numérique continue, on a pour 

tout x : 

P(X = x) =0 et P(X < x) = P(X < x) et par définition d’une fonction de 

répartition F(x) = P(X = x). 

d'NousCherchons PINS MEL PES) = ES NON DES O; 

PU Se ee 

b. Nous cherchons P(X < 8) et l'événement (X < 8) est l'événement cer- 

tain donc P(X < 8) = 1 ou encore P(X <8)=F(8)=1. 

c. L'événement (X > 10) est l’événement impossible donc P(X > 10)=0 

ou encore PIXE-10)= 1 PX=T0) = 1 0; 

d. Nous avons : à 

P(2<X<4)=F(4)-F(2) avec PURE (2) = 

donc P(2<X<4)=3 

e. P(X >4)=1-P(X <4)=1-F(4) avec F(4)=È soit P(X > 4)= =. 

f PIX =3)=0. 

2. Nous savons que la densité de probabilité d’une loi numérique continue 

est la dérivée de la fonction de répartition. 229 
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f densité de probabilité de X est donc la fonction définie par : 

JU) g pour 0 = x < 6 et f(x) = 0 pour x € [0 ; 6[. 

6 
L’espérance de X est donnée par E(X) = Ï 1) dr, 

0 
2 

soit E(X) = [rx ar=[5 

donc E(X)= m0 soit E(X) = 3. 

6 

La variance de X est donnée par V(X) = | 2f(Hdt-[E(X)l, 
0 

1 137 Soit. V(X)= fisistagr nn 0 

donc VX) ES 0 09 et V(X)= 

L'écart type est G(X) = /V(X) donc o(X) = V3 ce qui correspond à envi- 

ron 1 minute 44 secondes. 

Représentation graphique de la densité de probabilité : 

} 

Les probabilités déterminées en 1. a., 1. b., 1. d., sont égales aux aires des 

portions de plan grisées sur les schémas suivants : 



PROBABILITÉS 

3. Notons X,, X,, …, X,Y les durées respectives des 10 communications. Soit 

E l’événement « les 10 communications durent toutes moins de 5 minutes ». 

a. P(E)=PI(X, <5S)Nn(X <5)0 NX 5)1; 0 1les événements 

(X, <5), (X, <5), .…, (X;,9 < 5) sont indépendants par hypothèse et 

chacun de probabilité ; 2 

5\10 
donc P(E)= (à) , 

b. Soit A l'événement « l’une au moins des 10 communications dure moins de 

5 minutes ». Nous avons : 

P(A)=PICX <N0 (XS < SJ UE 0 (XSE SI. 

Nous avons : l'événement contraire de À noté À est défini par « toutes les 

communications durent 5 minutes ou plus » et P(A) = 1 — P(A). 

D'où P(A)=1-P[(X,=5)N(X,25) 10... 1N(X,025)1. 

Or X,,.. X,, sont indépendantes donc : 

P(A)=1-P(X, =5)xP(X, = 5) x... xP(X;,9 = 5); 

or, P(X, = 5)=P(X, > 5)=..=P(X = 5)=1-P(X<5)=-; 

donc P(A)=1 (À). 

soit P(A)=]I. 

Sur 10 communications successives et indépendantes, il est presque cer- 

tain que l’une au moins durera moins de 5 minutes. 

100 
(11) 1. a. Nous avons P(X < 100) = | f(t)dr donc P(X < 100)= 0,0554. 

0 
Il s’agit de l’aire de la portion de plan hachuré sur le schéma page suivante : 231 
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P(X < 100) P(X > 600) 

350 
b. De même, P(X < 350) = | f(r) dr. Mais compte tenu de la symétrie 

0 
de la courbe représentative de f par rapport à la droite d’équation { = 350 et 

sachant que l’aire de la portion de plan délimitée par la courbe et l’axe des 
350 

abscisses est égale à 1, nous en déduisons que [ f(t)dt=0,5, et par 
0 

suite P(X < 350) = 0,5. 

700 
c. Nous avons : P(X > 600) = [ f(r) dt qui est l’aire de la portion grisée 

600 
sur le schéma ci-dessus. Compte tenu de la symétrie de la courbe, nous avons : 

700 100 

ftdt =| f{t)dt=0,0554 donc P(X > 600) = 0,0554. 
600 0 

d. Nous avons : P(100 < X < 350) = F(350) - F(100) 
P(100 = X < 350) = 0,5 — 0,0554 

soit P(100 < X = 350) = 0,4446. 

e. P(X < 800) = 1 car il s’agit de l’événement certain. 

f, P(X > 1 000) = 0 car il s’agit de l'événement impossible. 

g. X est une loi numérique continue donc P(X = 350) = 0. 

h. Nous cherchons la probabilité conditionnelle P (X < 350) 
(X > 100) 
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P[(X < 350) N(X > 100)] 
OP Q 

(X PEE=2100) 

P[(100 < X < 350)] 0.4446 

(X de de P(X > 100) 1 — 0,0554 

P (X < 350) = 0,4707. 
(X > 100) 

5 

2 

<< : 

2. a. Nous avons : 
F(100) = P(X <= 100) = P(X < 100) car X est continue 

donc F(100) = 0,0554. 

b. Pour x <0, F(x)=0 

Pour 0 < x < 700, F(x) = | f(hdt 
0 

HO) [ a(700r — 12) dt avec a = FT XA10=° 

1e) x 
F(x)= la[3507 _ =) = 4 (350x2 _ =) 

3} 3 
700 

Pour x > 700,  F(x) =| f(hdt=1. 
0 

® 1. a. Nous cherchons P(X < 1 500) mais F(x) = P(X < x) et X est con- 

tinue donc : 

456,533 
P(X = 1 500) = F(1 500) = 1 — 

soit P(X <= 1 500) = 0,8647. 

b. Nous devons déterminer P(X > 770) soit 1—F(770)=1. 

c. Nous devons déterminer P(X > 1 250), or P(X> 1 250)=1-P(X<1 250) 

done PA PS0) 17101250): 

456,533 

(00124850) 

d. Nous devons déterminer P(1 500 < X< 2000)=F(2 000) — F(1 500). 

456,533 }- (: 756.553 ) 

(0,01 x 2 000 )* (0,01 x 1 500 )* 

1 1 
F(2 000) — F(1 500) = 456,533 x (5 - 5) = 0,0782. 

15220: 

P(X>1250)=1 (1 = )- 0,2337. 

Or, F(2 000)- F(1 500)= (1 

233 



2. Nous devons déterminer x tel que P(X < x) =0,95 pour x > 770 ce 

qui équivaut à : 
456,533 

(0,01x)* 

456,533 _ 

(0,01x)* 

1565550 456,533 D E 3 _ , 
(0,01x) 0.05 soit 0,01 x = 3 0.05 

donc x = 2 090,10. 

95 % des individus de cette population ont un revenu mensuel inférieur 

à 2 090 euros. 

3. La densité de probabilité est la dérivée de la fonction de répartition en tout 
point où F est dérivable. 

=0,95 

Li 

456,533 
Pour x > 770, -F(x)=1- 

(0,01 x)° 

donc 10 = ET pour x > 770 et f(x) =0 pour x < 770. 

Remarque : f n’est pas continue au point x, = 770 car F n’est pas dérivable 

en ce point. 

_ Æ 

0 4 
Le jeu s’arrête ; Pile Face Le jeu s’arrête ; 

B est vainqueur Face Pile A est vainqueur 

l 3 1 3 

© 1. 

234 
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Le jeu s’arrête ; 

A est vainqueur 

Lu 

ee 

Le jeu s’arrête ; 

B est vainqueur 

k 

n | 

DCS 

4. a. Relation entre E(G,) et E(G3). 
E(G\) + E(G3) = 4 car, à chaque lancer, l'argent possédé globalement par 

l’ensemble des 2 joueurs ne varie pas, cette somme est égale à 5, + 52 = 4. 

bE(GS)=n. 

@ Partie À 

1. 

Bactérie b, 

continue à vivre se divise en 2 

Bactérie b, 

> Il > Il 

= Ï al 
Il 

| = je 

Hir + 01m © |00I1m ND 

> Il 

continue à vivre 

se divise en 2 

a Il 
TS Il 

= = Il Il 

_ (e 

= TS Ts RU 

œIm & El © 

Il 

Im ND 235 
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2. L'ensemble des valeurs prises par X est {0 ;:1:2:3;4}. 

3. a. L'événement (X = 2) est réalisé quand « b, et b, continuent à vivre » 

ou « l’une des deux bactéries meurt et l’autre se divise en deux ». 

b. p(X=2)= ï car p(b, et b, continuent à vivre) = _ 

p(l'une des deux bactéries meurt et l’autre se divise en deux) = = (événe- 

ments incompatibles). 

Partie B 

1. Nombre de bactéries 

à l'instant O 

à l'instant | 

à l'instant 2 

Le tableau de la partie À sert à compléter la partie de l'arbre en rouge. 

; 
2. a. PA(B:)= 

b. p(AiNB;)= 

3. a. Pa, (B;) = 

Eee 5 

# Ê5n 52 

4. a. L'ensemble des valeurs prises par Y est RE PARA ne 

So 

5 321 

b. p(A,NB,)= 

b. p(Y=2)=p(A;NB;)+p(A,NB,)= 

EU tte orne 
RÇDEL EE TES 
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® Soit f la Ron définie sur l’intervalle [0 ; 1] par f(x) = x(1 — x)e*. 

1. Pour tout réel x de[0 ; 1], f (x) = (1 — 2x)e7 + (x — x2)e* 

f'(x)=e(-x2-x+1). 

2R 460) 0 pour x = =Lt8 mme mais mines 

tient pas à [0 ; 1]. 

Signe de f(x) : 

X 

Signe de f(x) 

Tableau de variations de f : 

un 0 RE 
À k 

Variations de f Rita da ira se po 

3. Soit F la fonction définie sur [0 ; 1] par F(x) = (— x? + 3x —3)e*. 

Pour tout x de [0 ; 11, F’(x) =(-2x+3)e*+(—x2+3x-3)ex 

HO) C2) 

F’(x)=x(1-x)e"= f(x), 
donc F est une primitive de f sur [0 ; 1]. 

( 

1 
4. 1= [ f(x dx =F(1)-F(0) avec F(1) = —e et F(0)= —3 donc / =—-e +3. 

0 

Une valeur approchée de Z est 0,2817. 237 



238 

5. Soit g la fonction définie sur [0 ; 1] par g(x) = kf(x). 

1 
Î g(x) dx = 1 si, et seulement si, kI = 1 soit k = 1 : : 

6. Pour tout x de [0 ; 1], g(x) = ft) et l’on suppose que g est une 

densité de probabilité sur [0 ; 1]. 

Nous avons alors : 
1 

P(0 < X <0,5)= = Ode + (F(0,5) _ F(0)), 

3-e 

Une valeur approchée de cette probabilité à 107 près est 0,4073. 

Donc: P(0= Me 05) (5e F 3) 



le À Suites numériques 
LE COURS © 

Généralités 

© Définition 

On appelle suite numérique toute application de N ou d’une partie de N vers R. 

©) Suites croissantes, décroissantes, stationnaires 

Une suite u est croissante lorsque, pour tout entier n, u, = HU, je 

Une suite w est décroissante lorsque, pour tout entier n, u, = ue 

Une suite u est stationnaire lorsque, pour tout entier ñn, u, =u,, , j. 

Une suite est monotone s1 elle est croissante ou décroissante. 

€)» Suites majorées et minorées 

Une suite est majorée lorsqu'il existe un réel M tel que, pour tout entier 

H=nau, = M: 

Une suite u est minorée lorsqu'il existe un réel m tel que, pour tout entier 

HenEu, = IN: 

Une suite y majore ou domine la suite v lorsqu’1l existe un entier k tel que, pour 

toutentiern,n>k:u,<v,. 

€ Principe de démonstration par récurrence 

Soit P une propriété dépendant de n, n e N, et n, un entier naturel donné. 

Pour montrer que P est vraie pour tout n, n = n,, 1l suffit de vérifier que : 

m P est vraie pour n=n,; 

m si P est vraie pour n=k, k = n,, alors P est vraie pour n = k + 1. (239 
a — 
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2) Suites arithmétiques - Suites géométriques 
ES 

© Suites arithmetiques 

2 Définition 

Une suite u est arithmétique s’il existe un réel r tel que, pour tout n e N : 

U,417U, +r. 

Le réel r s’appelle la raison de la suite. 

& Propriétés caractéristiques 

e Une suite u est arithmétique si, et seulement si, u,,,—u, est un réel cons- 

tant pour tout n e N. 

Ce réel constant est alors la raison de la suite. 

e Une suite u est arithmétique si, et seulement si, il existe un réel r tel que, pour 

toutentier ne N, u,=u,+nr. 

r est alors la raison de la suite. 

& Somme des nr premiers termes 

Soit # une suite arithmétique, de raison r et de premier terme w,, et 

S,=up+u;+...+u,_, la somme des n premiers termes de u. 

n(uy+u,_;) 
CAS RE, 

2 
ou encore : 

nombre de termes 
) x (premier terme de la somme + dernier terme de la somme) 

de la somme 
n 2 

& Cas particulier important 

Trois réels a, b, c pris dans cet ordre, forment une suite (ou progression) arith- 

métique si, et seulement si, a + c = 2b. 

© Suites géométriques 

# Définition 

Une suite u est géométrique s’il existe un réel q non nul tel que, pour tout 
ne N : 

U,,1=uU,Xq. 



SUITES NUMÉRIQUES 

Le réel qg s’appelle la raison de la suite géométrique u. 

& Propriétés caractéristiques 

e Une suite dont aucun terme n’est nul est géométrique si, et seulement si, 
u il L —"— est un réel constant, pour tout ne N. 

n 

Ce réel constant est alors la raison de la suite. 

e Une suite u est géométrique si, et seulement si, il existe un réel g non nul tel 

que, pour tout entier n € N, u,=u,q". 

g est alors la raison de la suite. 

& Somme des 7 premiers termes 

, nr l—g" 
e Si g est un réel différent de 1, alors : 1+qg+g?+:+g"-l= <<. 

—q 

e Soit u une suite géométrique, de raison g#1 et de premier terme wo, 

et S,=up+u,+:-.+u,_, la somme des n premiers termes de u : 

( nombre de pe) 

de la somme 
1-g" 1°” terme 1-q 

S n = U0 X I = X Suns = dÉcuEni . 

a! de la somme nr 

# Cas particulier important 

Trois réels a, b, c, pris dans cet ordre, forment une suite (ou progression) géo- 

métrique si, et seulement si, ac = b?. 

Limites - Encadrements 

© Suites de limite infinie 

Soit 4 une suite numérique de terme général u, . 

m Si u, est de la forme Nn ou ni(ke N*) ou b"(b > 1), 
alors lim w,=+0. 

n — +0 

LE COURS © 

(241 
Se 
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En particulier si u est une suite géométrique de raison g > 1, alors 

lim u,=+c ou lim u,=-—c, suivant le signe de us. 
n — +0 n — +0 

& Si une suite v est telle que, pour n = n,, v, = Àu,, avec À réel positif et u 

l’une des suites précédentes, alors lim v,= +0. 
n — + 

© Suites convergentes 

æ Soit 4 une suite numérique de terme général u,. 

Si u, est de la forme as ou = ou L ou S (ke N°) oup! (be]-1:1[-{0}), 
n n n 

alors lim uw, = 0 : la suite u converge vers 0. 
n — +co 

En particulier, si u est une suite géométrique de raison g telle que g 0 et 
lg| < 1, alors # converge vers 0. 

mOn dit qu’une suite w converge vers { lorsque la suite de terme général 

u, — { converge vers 0. 

& Propriété d'encadrement dite « des gendarmes » 

Soit u, v, w trois suites telles que, pour toutn > nç, u, <v, <W,. 

S1 u et w convergent vers €, alors y converge aussi vers €. 

© Croissances comparées 

Les résultats sont déduits de ceux énoncés pour les fonctions. 

MPour ae ]1 ; +[ et ae ]0;+c[, lim —=#+0, 

æ Pour [al < 1, a#0etae]0;+[, lim nta"=0. 
LE A) 



SUITES NUMÉRIQUES 

miens ee) tt D 

> Comment démontrer qu’une suite (u,),-\ est : 

B arithmétique ? 
LE COURS ©@ 

°En montrant que l’on peut trouver ke R tel que, pour tout ne N, 

u n51 UK 

° En montrent qu’il existe deux réels a et b, avec bZÆ0, tels que, pour tout 

neN, u,=a+bn. 

Si b=0, la suite est arithmétique de raison 0. 

E géométrique ? 

*En montrant que l’on peut trouver ge R° tel que, pour tout ne N, 

U,,1=qgu,. 

° En montrant qu'il existe deux réels a et b, avec b Z 0 tels que, pour tout n e N\, 

u, = ab". 

E croissante (respectivement décroissante) ? 

° En montrant que, pour tout ne N, u,,,-u, = 0 (resp. u,,,-u, < 0). 

sante (respectivement décroissante) sur R+. 
u u n+l = 1 (resp n+l < 1 ), 

U 
n n 

° En montrant que, pour tout n € N, 

pour (u,) suite à termes tous strictement positifs. 

e En montrant, dans le cas où w 

positive. 
n+1=&8(4,), que la fonction x g(x)-x est 

E majorée (respectivement minorée) ? 

+ En utilisant les méthodes connues sur les inégalités. 

° En utilisant, dans le cas où u, = f(n), le fait que f est majorée (respectivement 

minorée) sur un intervalle du type [P ,+œ[, Pe N. 

+ En utilisant la méthode de récurrence dans le cas où u,,, = f(u,). 

H convergente ? 

+ En montrant que (u,) est une suite géométrique dont la raison g vérifie |g| < 1. 

° En montrant, dans le cas où w, = f(n), que lim f(x) est finie. 
X — +00 

+ En montrant que, pour n Z p, w, <u, < v, avec (w,) et (v,) convergeant 

I 

Ï 

| 

| 

I 

l 

I 

I 

I 

| 

| 

I 

I 

I 

I 

D En montrant, dans le cas où u, = f(n), que la fonction numérique f est crois- 

I 

I 

| 

| 

I 

l 

| 

| 

I 

| 

I 

| 

I 

I 

| 

| vers une même limite. 

L'on = = = © ne Cu Œ ue us ON ON Œ Œ OŒ ŒS ON ON ON HN ON CN ON ON ON OUR OO On On Œs  œs Lo ne = = = nu en ne = = en = = © = = nu en = = == 



PIÈGES À ÉVITER 

© Questions, affirmations. 

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ? Justifier la réponse 
avec précision. 

D 1. La suite de terme général u, = () + (-) est géométrique. 

b- 2. La suite de terme général u, = 3 + 5n est arithmétique. 

D 3. La suite (u,), en qui vérifie, pour tout n, u, < e” ne converge pas puis- 

que lim e"=+0, 
n — +00 

D 4, Soit S,=1+2+22+...+2", alors S,=2"-1. 

D 5. lim (31-2")=+00. 
n — + 

D 6. Pourtoutne N', + < 2. 
2 

D 7. Soit (u,) la suite réelle définie par, pour tout ne N°, u, = ch + CES 

alors : # : 

a. (u,) est positive ; 

b. (u,) est majorée par 2 ; 

c. (u,) est convergente ; 

d. (u,) est monotone ; 
e. (u,) est divergente. 

a. La suite (u,), définie pour ne N, par u,=n°+(-1)", a pour limite 
+c quand ñ tend vers +co. 

b. Toute suite réelle ayant pour limite +c est croissante à partir d’un cer- 

tain rang. 

c. Une suite réelle (u,), ñn entier naturel, telle que w,, < 0 et u,,,, > 0 
est divergente. 

d. La suite (u,), n entier naturel, telle que U, = 10) converge 
In(5”) +6 

vers 6. 

D 9. Les suites de terme général U, suivants sont convergentes. 

a. U,=nln(n?+1)-2ninn; b. U,=nln(n2+1)-3nlnn: 

244) c. v,=(1+€) (a > 0). 



SUITES NUMÉRIQUES 

D 10. Les suites de terme général U,, suivants sont convergentes vers 3 : 

a. U,=3nn(1 +2); b. u,=(:) TT: c U,=(-3)" +3. 
LE COURS © 

D 11. La somme définie par S=1+2+3+...+(n+1) vaut: 

u(n+3). (n+1)(n+3). n(n+2) 
rest b. SRE" Ce PRE 

D 12. La somme définie par S = a? + a3+a%+...+a"+? (a#1) vaut: 
Jarre, b a ue De À çg= 24e"), 

, ° EL. 1 , Q Fe PO 
< 1-a a— 1—-a 

D 13. La somme définie par S=a?+a*+...+a" (az1) vaut: P 
3 n-1 

a a 
CS =? 

TE) 3 An 2 CSC EURE RS) ES 
1-a a—l 

 MNE : 
a— 1 

@ Réponses 

B- T1. Les suites (6) ) et ((- :) ) sont géométriques. 
2 ne N ne N 

Mais : 

1 13 k RTE 
Forme donc (u,) n’est pas géométrique. 

b- 2. La réponse est correcte puisque (u,) est une suite de la forme (a + bn), 

avec a et b réels fixés. 

B 3%. On ne peut rien conclure quant à la suite (u,). 

Contre-exemple : 

? 

Pour tout n € N, 2 < e’ et la suite (27), - N tend vers +ce. 

Pour tout n e N\, G) < e” et la suite (6) ) converge vers 0. 
neN 

B 4. S, est la somme de n + 1 termes consécutifs d’une suite géométrique de 

(22% Il 

1-2 

Le résultat proposé est faux par suite d’une faute dans le dénombrement du 

nombre de termes de S,. 245 

raison 2 et de 1° terme 1 donc : S,= 1 x SON = 2 ETS 



B 5. Pourtoutne N, 3-2" =2((i) - 1) avec lim 
2 n— +0 

et lim 2*=+ donc, lim (3—2")= +00, 
n — +oo h — +00 

1 1 n—2" P tout NAS ; Our (Out n € = = 

Or, pour tout ne N°, 2'=n+1. 

En effet, 2°-1=1+2+...+2"-1 (voir la question 4.) et 

1+2+..+21-1> n puisque tous les termes de cette suite sont supé- 

rieurs à 1. 

9 fi 1 1 . 

Il s’ensuit que n — 2" < O pour tout n e N° et me < 0 soit: 

* 1 Il 
pour tout n € N, FRET 

Remarquons que l’on peut en déduire que lim : = 0. 
n — +c 

B 7. a. Faux; b.Vrai; c.Vrai; d.Faux: e. Faux. 

B 8. a. Vrai; b.Faux; c. Faux: d. Vrai. 

B- 9. a. Vrai ; b. Faux: c. Vrai. 

B 1O. a. Faux: b. Vrai: c. Faux. 

B 11. a. Faux; b.Faux; c. Faux. 

B 12. a. Faux: b. Vrai: c. Faux. 

B- 13. a. Faux: b. Vrai: c. Faux. 

a. 
246 



GERER SES CONNAISSANCES 

Pour chacun des exercices suivants, dire si les affirmations a, b, 

SUITES NUMÉRIQUES 6 

e c.…., sont vraies ou fausses ? 

666860666606 6060660 080666008660 0 800606002060 6608 

D 1. Pour toutes suites réelles (u,) et (v,) ona: 

a. si (u,) et (v,) convergent vers la même limite finie, alors 1l existe 

no EN tel que, pour tout ne N, n > n, implique u,=v,; 

b.si lim w,=0, alors il existe n,e N* tel que, pour tout ne N, 
n — + 

plenet 1 
n > no implique u, = -; 

n 
C. si (u, +v,) converge, alors (u,) et (v,) convergent ; 

d. si (u,v,) converge, alors (u,) et (v,) convergent ; 

e. si (u,v,) converge vers 0, alors (u,) converge vers 0 ou (v,) converge 

vers (0. 

H Réponses : a. Faux ; b. Faux; c.Faux; d.Faux; e. Faux. 

& Justifications : 

a. L’affirmation est fausse, 1l suffit pour cela de considérer les suites (u,) et 

1 
——— et v,=—. Elles convergent toutes les deux 
= il 2 

vers 0 et il n’existe pas d’entier ñ, tel que, pour n > nç,0naitu,=v,. 

(v,) définies par u, = 

b. La suite définie par u, = 1 pour ne N°, converge bien vers 0 et 
En] 

pourtant il n’existe aucun entier n,€ N° tel que, pour tout ne N, 

tr 1 
n > ñ, implique u, = = 

c. Les suites (u,) et (v,) définies par u,=1-n? et v,=n? sont telles 

que (u, + v,) converge vers 1 et pourtant chacune des deux suites est diver- 

gente, car lim u,=-c ef lim v,=+c, donc l'affirmation est fausse. 
n — + n — +o 

d. Soit, pour neN, u,=1-(-1}" et v,=1+(-1). Nous avons 

u,v,=1-(-1)7"=0, donc la suite (w,v,) converge vers 0 (suite cons- 

tante nulle) et pourtant les deux suites (w,) et (v,) sont des suites 

n’admettant pas de limite. En effet, la suite (4,) est constituée de termes 

valant alternativement 0 ou 2 et la suite (v,) est constituée de termes 

valant alternativement 2 ou 0. 

e. La réponse précédente nous permet également de montrer que la propo- 

sition est fausse. 

009666 0 6 © © © 6 6 © © © © 6 & © © © & © © © 6 6 6 © € 

LE COURS 
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»- 2. 

b- 3. 

696860064066 66re008t60000t80066008066660609600 

à 

Soit (u,) une suite arithmétique vérifiant u, =0 et us =-1. Alors: 

da. Us ==; 
ar D 

b : _4-n, - Pour tout entier 7, ON a U,=—— ; 

c. pour tout entier n = 9, onaup+u;+u)+:+u,_, <O0; 

: : : 1 
d. la suite (v,) définie, pour n entier naturel non nul, par v,=-e"" est 

n 
convergente. 

E Réponses : a. Vrai; b.Vrai; c.Vrai; d. Vrai. 

E Justifications : 
Us +U6 1 

2 2 
Ë : 2 : Il : 

b. La suite (u,) est arithmétique, sa raison est s: et son premier terme 

a. Nous avons, puisque la suite est arithmétique, us = 

4-n _ 

est la somme de ñ termes consécutifs d’une 

il 
u, = 2. Donc, pour tout entier naturel ñ, u,, = 2 + n(-) soit u, = 

€. Up+u)+us+...+u n—1 

ae. : 1 : 
suite arithmétique de raison % et de premier terme 2, elle vaut donc 

n(uo + Uy_1) 
Ug+uj+u+te.+u,_;= 2 

RTL - 
» Soit 30 2), résultat qui est 

négatif ou nul dès que n = 9. 

d. Pour tout ñn entier naturel non nul nous avons : 

4-n 4-n 
Ce ; 3 Il 

em nehlim er NOM 0 
n n — + n — +co fl 

Donc (v,) est convergente vers 0. 

Pour toute suite numérique (u,), on a: 

a.sipourtoutne N, 1 <u, < 2, alors (u,) est convergente ; 

1 
b. si pour tout ne N, u,—3 < ——; alors (u,) est convergente vers 3 ; 

n+l : 
: og ce jh 

C. Si (4, ) est une suite géométrique de raison 5 alors (4, ) est convergente ; 

: RE rer 1 
d. si (u,) est une suite arithmétique de raison Dot alors (u,) est convergente ; 

e. si (u,) converge vers 0, alors (u,) est une suite croissante et négative 
ou décroissante et positive. 

ee00046086666 006086866660 60000 6006006660 600000860.0 



SUITES NUMÉRIQUES 6 

6 6 © © © © © © © © © © © © © 6 © © © © © © © © © © © © © © © © 

& Réponses : a. Faux; b.Faux; c.Vrai; d.Faux; e. Faux. 

E Justifications : 

LE COURS 
a. La réponse est fausse, il suffit de considérer le contre-exemple : 

u,=1+{|sinn|. 

b. La réponse est fausse, il suffit de considérer le contre-exemple : 
t 1 à F 

uUn=2+ * en effet, nous avons alors u, —3=—— -1 qui est bien 
n+l n+l 

eus a ; : À 
inférieur à | et qui ne converge pas vers 3, mais plutôt vers 2. 

n 

c. Toute suite géométrique de raison comprise entre —1 et 1 est convergente. 

d. La réponse proposée est fausse, car, pour tout n entier naturel, 

n ne : 
TES et la limite de cette suite est —ce. 

e. Cette affirmation est fausse, il suffit de considérer le contre-exemple : 

—1) ë PS ; : : 
= ce qui est le terme général d’une suite convergente vers 0, mais 

nl 

qui possède des termes alternativement positifs et négatifs. 

Soit (u,),- N la suite définie par : 

me 2 

VE 
x 

pour tout n = 0, u,,,= f(u,), avec f(x) = Tr 
POLE 

Alors : 

a. la fonction f est décroissante sur [0 ; 1]; 

b. la suite (u,), est croissante ; 
1EN 

c. la suite (u,), - NW n’est pas monotone ; 

d. la sui inoré 2 . la suite (u,), : NX est minorée par 3: 

& Réponses : a. Faux; b.Faux; c.Faux; d. Faux. 

B Justifications : 

a. La fonction dérivée de f est définie par : 

: les EE) Ex 

Ÿ Ces PR : 
Sur l'intervalle [0 ; 1], f(x) = 0, donc f est croissante sur [0 ; 1]. La + 

réponse proposée est fausse. ( 249 
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ND on © 

2 6 6 2 
S 1 = — = — — < _. b. La réponse est fausse puisque y 3 et u, 13 avec 13 3 

c. La suite (u,), . A est décroissante car x g(x) = f(x) - x est négative 

SUCRE 

: . 37 2 
d. La suite (u,), A est majorée par = 

D 5. Soit (u,), _ y, la suite définie par u, = ne Alors : 

a. lim u,=-; 
V— +00 

b. lim u,=+; 
X — +o 

c. lim w,=0; 
X — +00 

d. la suite (u,),eN n’admet pas de limite ; 

e. la suite (u,), : K admet deux limites distinctes. 

& Réponses : a. Faux; b.Faux; c.Faux; d.Vrai; e. Faux. 

E justifications : 

(1) 
(OI Je 

d’une suite géométrique de raison —10( < -1), donc sa limite à l'infini 

n’est pas —ce. 

a. cos(ntr) =(-1)" et u, = = (—10)", donc w, est le terme général 

b. Pour les mêmes raisons que précédemment, la limite de la suite (u,) ne 

peut être +0co. 

c. De même cette affirmation est fausse. 

d. La suite (u,) n’admet pas de limite puisque les termes de rang pair ten- 

dent vers + et les termes de rang impair tendent vers —co. 

e. Une suite ne peut admettre deux limites distinctes. 

B- 6. On considère la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par f(x) = xinx et la suite 

(u,) définie par son premier terme u, > e donné et la relation de récur- 

rence, pour tout entier naturel ñn, u,,,= f(u,). Alors : 

a. pour tout x de l’intervalle [e ; +[, on a f(x) = 2; 

b. pour tout entier naturel n, on a : u, >e:; 

c. la suite (w,) est croissante ; 

& Réponses : a. Vrai; b.Vrai; c. Vrai. 
060000600000 0060060060660000e 6666006600 6666600906666606680606600600068606609060660606 666696666906 06660896660600000900002090006ee606e 



D 7. 

SUITES NUMÉRIQUES 

BE Justifications : 

a. Pour tout x > 0, f(x) = 1 +1Inx et pour tout x = e, ona Inx > 1. 

Donc pour tout x de [e ; +c[, f’(x) = 2 et la réponse fournie est correcte. 

b. Le résultat se prouve à l’aide d’un raisonnement par récurrence. Par 

hypothèse, u, > e. Supposons u, > e et démontrons qu’alors u,,, > e. 

Or, u,,,=f(u,) et f est strictement croissante sur Je ; +œ[, donc si 

u, > €, alors f(u,) > f(e), soit u,,, > 0, donc la réponse est correcte. 

c. La croissance de la suite (4,) est une conséquence de la positivité de la 

fonction g définie par g(x) = f(x) —-x sur [e ; +cof. 

Soit f une fonction définie, dérivable et croissante sur R. Alors : 

a. la fonction g définie sur R par g(x) = f(|x|) est croissante sur R ; 

b. la fonction f o f est croissante sur R ; 

c. pour tout réel a > 0, la fonction À définie sur R par A(x) = f(ax) est 

croissante sur R ; 
Lai 1 ra 

d. la suite (u,),2N définie par u, = 1x) est décroissante. 

& Réponses : a. Faux ; b. Vrai; c.Vrai; d.Vrai. 

EH Justifications : 

a.La réponse proposée est fausse car —-3 <-2 et g(-3)= f(3), 

g(-2)=f(2). Or, comme f est croissante sur R nous avons 

f(2) < fG), soit g(—2) < g(-3). 
b. La composée de deux fonctions croissantes sur R, est une fonction 

croissante sur R. 

c. La fonction h est la composée de x + ax croissante sur R, car a > 0, 

par la fonction f croissante sur R, donc h est croissante sur R. 

: AV 1 Fe à 
d. La suite de terme général v, = e est décroissante et f est croissante sur 

Lie 1 Lu 
R, donc la suite (u,), - \ définie par u, = f (&) est décroissante. 

(51 
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SUJETS Se préparer à l'examen 

Exercices d'application 

© Parmi les suites proposées ci-dessous, indiquer celles qui sont arithmétiques 

ou géométriques. 

a.u,=2n-5,neN;: D EN 
15237 

Cumul neN: d.u,=2"+3.4tl ne N;: 

e. u°= 3457881, n eN;: fu,=Pilnen. 

@ on définit la suite (u,) par : pour tout n € N°, u,=n+21nn. 
2 

1. Montrer que la suite (v,) définie par, pour tout ne N', v,= —, 
e ” 

est géométrique et convergente. On déterminera son premier terme et 

sa raison. 

2. Calculer S,=v,+v,+...+v, etétudier lim S,. 
n — + 

Exercices de synthèse 

@ On considère la suite (u,), : >: de nombres réels positifs, définie par son 

premier terme w, = e? et par la relation de récurrence : 

u°-e=u,_, pourtout ne N'\{1}. 

. ; \ 1+1nu 
On considère la suite (v,), _ \.. définie par v, = : = pour tout n € N. 

1. Exprimer v, en fonction de u, _, , puis en fonction de v,_, pour n > 1. 

2. En déduire que la suite (vs), en est une suite géométrique dont on déter- 

minera le premier terme v, et la raison. 

Exprimer v,, puis u, en fonction de n. 

252 3. Déterminer lim v,,puis lim u,. 
n — + n — +c 
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[a ] Soit (u,),-N €t (v,),2N deux suites satisfaisant aux trois conditions (1) 

suivantes : 

(1) (4, est croissante) ; (v, est décroissante) ; ; = Or — Un) 

1. Montrer que la suite (w,) de terme général w, = v, — u, est décroissante. 

En déduire que, pour tout n, u, < v,. 

2. Montter que les suites (u,) et (v,) sont convergentes et admettent la 

même limite. 

@ On étudie la suite (u,) définie pour ne N° par u,= ; + 

1. À l’aide d’une calculatrice, calculer uw, -u,_, etu, pour n=1,2,..., 16. 

2. Étudier le sens de variation de cette suite. 

3. Montrer que, pour tout n € N°-{1}, u,: > Ï +u,. 
2 

4. Montrer, par récurrence sur p, que, pour tout entier naturel p, il existe un 

entier naturel n tel que u, > p. 

5. En déduire que lim u,=+0. 
n — +00 

@ Soit a et b deux nombres réels distincts. On définit la suite (u,) par w, = a + b 

et, pour tout n = 1, par u,,,=a+b-—. 
Uy 

1. Calculer w,, u,, u; uniquement à l’aide de a—b, a?—b?, a-b et 
a* — b*. Démontrer que le résultat obtenu est général. 

2. Montrer que la suite (4,) est convergente et trouver sa limite. 

@ On considère la suite (S nne N définie par : 

Pt 2n+1 
= DE TE CT do Qu D2n . 

1. Calculer, à l’aide d’une calculatrice, S, et S, —S,_, pour n = 0, 1,2, 3, .., 13. 

2. Calculer S, — F5, . En déduire l’expression de S, en fonction de n. 

3. Calculer la limite de (S,,) quand n tend vers + c (on pourra d’abord montrer 

1e 1 0 < — 
Èe D2n 2n 

L'EXAMEN © 



@ On considère la suite (u,) définie par : 

He NN 2 TU Te INe 

1. Calculer, à l’aide d’une calculatrice, u, pour n = 1,2, .., 10. 

2. Montrer, en raisonnant par récurrence, que cette suite est majorée par le 

nombre 2. 
2-u 

3. Montrer que 2-u,,,< Hors En déduire que la suite (u,) converge 

vers 2. 

© On considère la suite (u,,) définie par : 

Up=]1 

u,=1+ , (ne N°). 
n—] 

1. Calculer, à l’aide d’une calculatrice, u, pour n = 1, 2, .., 17. 

2. Montrer que la suite (u,) est définie dans N et à termes strictement positifs. 

3. Construire la courbe (6) d’équation y= 1 + et les points M,_,(u,_,,u,). 

4. En s’aidant du graphique précédent, trouver une méthode permettant de 

montrer que la suite (u,) est convergente et préciser sa limite. 

© 1. Montrer que, quels que soient les réels a et b strictement positifs et l’entier 

naturel n supérieur à 2, on a b" > a" si, et seulement si, b > a. 

2. Montrer que, quel que soit le réel a strictement positif et l’entier naturel n 

supérieur à2,ona:(1+a)">1+na. (1) 

3. On considère la suite définie par : u, = "V2, ne N*-{1}. 

l 
N.B.: Si A=O0etne N'-{1}, on note //A ou encore A” Je réel positif 

à tel que &! = À, on peut calculer ce nombre avec une calculatrice, en utili- 

sant la touche (y*) (2/A se note simplement WA je 

a. Calculer, à l’aide d’une calculatrice, 4, pour n = 2, 3, .., 20. 

b. Montrer que la suite (u,,) est minorée par 1 et strictement décroissante. 

254 c. En déduire que la suite (u,) est convergente etque lim u,=1. 
nn + 
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© Nous allons étudier l’évolution d’une population d’animaux en tenant compte 

des taux de mortalité et de natalité. 

L'année est divisée en deux périodes : une saison de reproduction et une 

saison hivernale. En début de première saison de reproduction, la popula- 

tion n’est constituée que d’adultes en nombre a,. En fin de première sai- 

son de reproduction, la population est constituée d’adultes et de jeunes ; si 

A, est alors le nombre d’adultes et J, celui de jeunes, on a: A, =0,8a, 

(80 % dès adultes survivent) et J ,=24, (il y a deux fois plus de jeunes 

que le nombre initial d’adultes). 

Pendant la saison hivernale, les jeunes se transforment tous en adultes, mais 

40 % d’entre eux survivent ; leur nombre en fin de cette période est alors 

0,4 J.. Les adultes restent évidemment adultes et 50 % d’entre eux survivent ; 

leur nombre en fin de période est alors 0,5 A.. Ainsi, la population au début de 

la seconde saison de reproduction n’est constituée que d’adultes en nombre a, 

etl’ona: a; =0,5A, +0,4J,. Le cycle se poursuit suivant le même schéma. 

VOA Lire rer de 4 rs it 

a; d d3 

X 2 J x 0,4 XX? £ AU XX? 

1. a. On suppose que a, = 1 000 ; calculer À, et J,, puis a,, À;, J, et enfin 

a, A3, Ja. 

b. On appelle a,,, À, et J, les effectifs tels qu’ils ont été définis la ni°"° année. 

Nous avons alors : A, = 0,8a, ; J,=2a, ; a,,, =0,5A, +0,4J,. 

Calculer a,,, en fonction de a,. Montrer que l’on a aussi J,,, = 1,2J, et 

A,,1= 1,24, . Que peut-on conclure pour les suites a, À et J? 

c. Combien d’années se sont écoulées au début de la onzième saison de 
reproduction ? Calculer a,,,A,,,J:;. 

d. Que représente pour cette population la somme À, +J, ? La suite À +J 

est-elle géométrique ? 

cr 
a. 
.. 
x 

s 

2. a. Montrer que la suite a est strictement croissante. 

b. À l’aide d’une calculatrice déterminer (1,2)!3 et expliquer pourquoi 
&j4 > 10a,. Qu'est-ce que cela signifie concrètement ? Montrer que, pour 

tout entier naturel n : a, ,,, > 10a, . Qu'est-ce que cela signifie ? 

c. Après combien d’années a-t-on a, > 1 000a, ? 

d. Quelle est la limite de la suite a ? (255 
D 



L'épreuve 

® La courbe (T) ci-dessous représente, dans le plan rapporté à un repère ortho- 

normal, la fonction f définie sur [0 ; +ce[ par f(x) = 4x?e-*. 

Toutes les aires sont données en unités d’aire. 

On note u, l’aire du domaine délimité par l’axe des abscisses, la courbe (T°) et 
les droites qui ont pour équations x = 0 etx= 1. 

On note u, l’aire du domaine délimité par l’axe des abscisses, la courbe (T°) et 

les droites qui ont pour équations x = 1 et x =2. 

D'une façon générale, pour tout entier naturel n, on note u,, l’aire du domaine 

délimité par l’axe des abscisses, la courbe (T°) et les droites qui ont pour équa- 

tions x=n etx=n+1. 

1. À l’aide du graphique, répondre aux questions suivantes. 

a. De quel entier , est-il le plus proche : de 0, de 1, de 2 ou de 8 ? 

Quels entiers encadrent us ? 

(Aucune justification n’est demandée.) 

b. (u,) est-elle une suite croissante ? (Justifier la réponse.) 

2. a. Pourquoi la fonction f est-elle positive sur l'intervalle [0 ; +co[ ? 

b. Calculer f’(x) pour x = 0 ; démontrer que f est décroissante sur l’inter- 

valle [2 , +cof. 

3. a. Exprimer u,, à l’aide d’une intégrale. 

b. Pour x appartenant à l’intervalle [10, 11], utiliser le sens de variation de fl 

pour encadrer f(x) à l’aide de f(10) et f(11). 

c. En déduire que f(11) < u,, < f(10). 

À l’aide de la calculatrice, donner une approximation décimale à 10 -? près 
de 4,0: 256 
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® Donner les réponses aux questions dans les cadres prévus ci-après. 

Étude d’une suite 

On considère la fonction h définie sur [0 ; + c[ par : 

Lo je 

62 1+x+x2 

On définit la suite (29k 2 Dar récurrence en posant : 
L 

v, = 

V,+1=A(V,) pour tout nz 1. 

1. a. Exprimer n(2) en fonction de n. 

b. Justifier alors que, pour tout ne N°, ona (2) < ; 

2. a. Déterminer h’(x). 

b. Quel est le sens de variation de À sur [0 ; 1] ? 

3. a. Soit p € N°. On suppose que 0 < v, < ; 

he 1 
Justifier alors que 0 < v,,, < CEST 

1 
ie 

ii 

b. En déduire, à l’aide d’un raisonnement par récurrence, que, pour tout 
1 

neN,0<v,<-. 
n 

4. Déterminer lim v, .Justifier la réponse. 
n — + 

1. a. n(=) = 

1.b. (5)< = car 

2. a hi(x)= 

2. b. h 

3. a. 

Seb: Démonstration par récurrence : 

4. Him y,= car 
n — +c 

O\ 

2 
Lu 
Z 
< 
X 
Lui 
1 



CORRIGÉS 

124% Exercices d'application 

© o. La suite u de terme général u,=2n-—5 est de la forme an +b avec 
a=2 et b=-5, donc u est une suite arithmétique de raison 2. 

Nous avons aussi, pour tout ne N':u,,,-u,=2(n+1)-5-2n+5 n+l 

Un+1 —u,=2. 

Ce qui confirme bien le résultat trouvé précédemment. 

b. Nous avons w,= 1, car 20=30=1 Fr 2Ë : u=5 : = 3% 

La suite 4 n’est ni arithmétique, ni géométrique car : 

1 1 2 . 
ÉNAOERE dpi er ; MAIS ÉTAT. 

3 2 
et:u,= 340 et u; = 341 

c. PourtoutneN: u,=—x7x7 

= (21 X —. 
Nous pouvons dire que la suite w est géométrique de raison q = 21. 

Nous avons aussi u, > 0 pour tout n e N\. 

U, 4] pe x 7n+4 

u 7 3n-2x 7n+3 
n 

. ® 
soit “*"=3x7=21, 

U 

ce qui confirme bien le résultat trouvé précédemment. 

d. PourtoutneN: u,=2"+3.(22}1+1 

He = 2 MSN EE 

u,=2"(1+3:2"+2) 

D'autre part : 

Up = 13 50 

u, = 50 

u = 196 

La suite u n’est ni arithmétique ni géométrique. 

98 
he = HjX SE NU = ui + 146. 
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e. De même : 

Up = 6 19 
nn PRET en 

U, =3 

u, = 38 

u, = 254 

La suite 4 n’est ni arithmétique ni géométrique. 

127 
10% 

Vue +216, u,=u,X 

2 
f, u est une suite arithmétique avec a = : th = 

J ; 1 
La raison de cette suite est r = 5 

@ 1. Pourtoutne N': u,=n+2Inn. 
en = er x e2117 avec e21m1 = n2 

e"" = n2e'. 

Il s’ensuit que, pour tout n € N°, v, = —— 

(v,) est par conséquent la suite géométrique (de type b") de raison : et 

de premier terme y, = : 

2. 5, est la somme des n premiers termes de la suite géométrique (v,), = 5. 

qe 1 1 

q 
avec qg=- et v, = 

e e 

Pour tout ne N°, S, 

n — +oco 1 — +oo 

lim () SIDPACAr Do 1, donc lim Nr s 
e e—1 259 
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Exercices de synthèse 

@ 1. La fonction In réalise une bijection de R+*° sur R, nous avons donc : 
DR Tr Sin ol 

u,:e=u,_, ce quiéquivaut à In(u,-e)=Inu, ;. 

Soit 2(Inu,)+1=Inu,_;. 

1+Inu, … Do un LE Ed 
Vases 0 SU SE Ne 

1+Inu, ; 
Nous obtenons, pour n > 1, v,= 7 

Nous avons : 

l+ nu, 5. 1 
Vy_1= 5 , Soit 4v,-1=2v,_,-— 1 et, pourn> LV = nie 

2. De la question 1., nous déduisons que (v,), _ ,. est une suite géométri- 

L+ nus _ 3 
que de premier terme y, = = 5 et de raison q = 5. 

Le 
t — le le Or, pour tout n € N°, v,=v.q 5() ; 

soit, pour tout n € N°, y, = 3(;) - 

IH 
Par conséquent, pour tout n € N° : 

, Car Ina = b équivaut à a = e? pour a > 0. 

3. (Vh), en est une suite géométrique de raison ;(0 Æ : < 1) elle con- | 

verge donc vers 0. Nous avons : 

A ht x 60e 
lim 6[=| -1=-1, donc lim e = e"1 d’où l’on tire : 

n — +0 n — +00 

lim v,=0et lim w,=- 
HN — + 1 — +co 
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© 1. Pourtoutentiern, w,,1-w,=(v,,1-u,,1)-(v,-u,) 

Wal Wa = (Vrai 2V,)=(4, 1-4) 

Or, pour tout n, v,,,-v,<0 puisque (v,) est décroissante et 
U,,1-u0,Z0 puisque (u,) est croissante. Donc, pour tout n, 

W,z1-W, © 0 et, par conséquent, la suite (w,) est décroissante. L'EXAMEN © 
La suite (w,) converge vers 0 par hypothèse, elle est donc, étant décrois- 

sante, minorée par sa limite O (en effet, s’il existait un entier p tel que 

W, < 0, on aurait alors, pour tout n = p, w, <w Pi 0. Par conséquent, 

la limite L de la suite (w,) vérifierait L < w,,, ce qui serait en contradiction 

avec les hypothèses. Nous avons donc pour tout n, w, = 0 soit u, < y, . 

2. La suite (u,) est croissante et elle est majorée par ,, elle est donc con- 

vergente et, par conséquent, elle admet une limite / = v,,. 

La suite (v,) est décroissante et elle est minorée par #,, elle est donc conver- 

gente et, par conséquent, elle admet une limite !° = u,. 

De plus, nous avons : ie (v,-u,)=0 donc l’-1=0. 
HT ae 

Les deux suites (u,) et (v,) sont donc convergentes et admettent la 

même limite /. 

Remarquons que : 

epourtoutn, u 
n 

* les deux suites vérifiant les conditions (1) sont dites adjacentes. 

@ 1. On obtient les résultats suivants en calculant u,-u,_, etu,pourn=l, 

2,410; 
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1 
2. On a: nr donc u,-u,_, > 0. 

et, par suite, la suite (u,,) est strictement croissante. 

3.Ona,pourne N°-{1}. 

pen | 1 
Re 

donc : 

(n?- n) termes 

n-n 1 
SOIR EU ou encore U,,; >u, +1—- n n n2 n n n 

et : 
oromal-2>; pour n = 2, et par suite : 

n 

Ha USE : 

4. La propriété « Pour tout p € N, il existe n € N tel que u, > p » est 

vraie pour p = 0 puisque la suite considérée est une suite à termes stricte- 

ment positifs : supposons-la vraie pour l’entier p (p = 0) et démontrons 

qu’elle l’est également pour p + 1. 

Sachant qu’il existe n € N tel que u, > p, on peut en déduire, puisque la 

suite est strictement croissante, qu’il existe N € N°—{1} tel que uy > p, 

on a donc : 

ue ST Un > 3 +P donc ue > 3 + y > + p 

et on a bien trouvé N* € N\ tel que : 

HD Ne 

Donc pour tout p € N\, il existe n € N tel que u, > p. 

5. On peut, d’après 4, trouver g € N tel que u 4 P; par conséquent, la | 

suite (u,) étant croissante, on a pour tout n > g: 

U, > U, > p 7 A 

ce qui démontre bien que : 

lim u, = +0, 
n — + 

Remarque : Le calcul de ,, …, u,, fait au 1., ne nous donnait aucune indica- 

tion sur la limite éventuelle de la suite (u,). 
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(a+b)(a-—b) 
@ 1. Nous avons : Ui=-Gib— 

a—b 

car a £b, donc 

puis 

LI 

donc #, n’est défini que si a Æ —-b, ce que nous supposerons dans la suite de 

l’exercice, d’où : 

_(a+ one ue AGE er St 
æ 72 PEN 

r a aa CO à b2) _a% — b4 
CÉRCE DES DE T DEL CST RAD Ve EX) 

Nous allons montrer que, plus généralement, la suite est définie dès que 
at Il —bn+ Il 

a"—b" 
Cette formule est vraie pour n = 1, supposons qu’elle soit vraie pour n. 

Nous écrirons donc : 

a#+b et que u, = » pour tout n = 1. 

ab ab 
Unsy=@+b=—=Q+ be ————— 

u quil pri 
n 

— b' 

u, ,., est bien défini car a Æ+b donc ar br #0, pour tout p = 1, d’où 
ma rb)(arEe D) SGb(are bts ar "2 Dis, 

EH anti-pnti ogn+l=pr+l? 

en conclusion, pour tout n = 1, 
anti pr+i 

n — bn 

2.Si 

donc lim w,=b, puisque lim :) = (). 
n — + n — +œ\D 

Si la| > |b|, ona lim u,=a, car a et b jouent des rôles symétriques. 
n — + 

Le cas |al =|b] n est pas envisagé car a # +b. 263 



S, 5,1 Pour = 0, ln 

0 3 

Il 0,75 

2 0,312 5 

3 0,109 4 

4 0,035 2 

5 0,010 7 

6 0,003 2 

À 0,000 9 

8 0,000 26 

Ê) 0,000 072 

10 0,000 020 

11 0,000 005 5 

12 0,000 001 5 

13 | 0,000 000 4 

@ 1.On a les résultats suivants à l’aide d’un tableur en calculant S, et 

1,75 

2,062 5 

2 LS 

2,207 0 

2,217 

2,2209 

2224140 

22227 

222219 

2222249 

2,2222202 

22222 22107 

2,222022281 

2.Ona:S,=1+—+—+. 

et Ces SRE ent 4 227 1 
is D 222 

Îl SLT SES 
S,— 9 n =] + TE ei 

1 DE 
Din 20-71 itl 

ou enfin : 

an USE 

pour valeur : 

SR 2n=1 ,2n+1 
D2n 22 24 FE D2n — 2 

NOT 2n+1 

2n +1 
22n +2 

5 s =1+(5+ Il Fi +) 
D2n 

L'expression entre parenthèses est la somme des termes d’une suite géomé- 
: Il À 

trique de ñ termes dont le premier terme est 5 et la raison 1 

d’où : 

D2n D2n+2 

D2n+2 

+ elle a donc 
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© 

et l’on a: 

Oncle 35 1 2n+1 
| D2n-2 3 (\3%x22n-1 ° 92n+2 

2 
[Pr 
Z 
< 
X 
Lu 
ri 

or, on montre immédiatement par récurrence, que pour tout ne N, 

n < 2", il en résulte donc que l’on a : 

27 , n 1 
DATE soit DE 2 

D2n D2n D2n 2n 

or lim 2 = 0, ona donc, re à 
n — +c 

= 0 
n — +o a 

(voir théorèmes admis sur les comparaisons de suites) ; on a, de plus, 
; 11 
lim —=0 donc: 

n — +0 fl 

et, finalement, 

lim S,= 
n — + 9 

Remarque : On a & = 2,222 222 22... par conséquent, les calculs faits au 1. 

montrent que la suite (S,) converge très rapidement. 

@ 1. En calculant u, pour n = 1, 2, ..., 10 à l’aide d’un tableur on obtient : 

1.412 18478 | 19616 | 19004 DRE 

ce 4 1.999 8 | 1.999 962 1,999 097 6 



2. Il s’agit de montrer que, pour tout n € N°, u, < 2. 

Or u, = 2, donc la propriété est vraie pour n = 1. Supposons-la vérifiée 

pour un entier naturel non nul n et démontrons qu’elle l’est encore pour 

n + 1. Nous avons : 

U, = 22 d0Onciu, F2 40Onc UF EP BSONNH | 2r 

donc la suite (4,) est majorée par le nombre 2. 

3. Nous avons : 
4 (24m 2-u 

2-u,,,=2-/2+u, os n) = —— 
ob 2+u, 2+,/2+u, 

2=u, 
nl dE puisque 2-u, > 0. 

On a vu que, pour n e N”, 

donc 21 

EME n+l 

u, _ 
donc 027 — Lee |: l'bour n > 2, n 5 mas 

V2 
c’est-à-dire que: 0<2-u,< re pour n > 2. 

ONE 

Or lim 2=%2=0%don lim?(2-u9) 0 
NN rie. n — +0 

et, par conséquent, lim w,,=2. 
n — +c 

Remarque : Les calculs fait au 1. nous montrent que la suite (u,) converge 

rapidement vers sa limite 2. 

Interprétation géométrique : Notons (@) la courbe représentative, dans un 
> > 

plan rapporté à un repère orthonormé (O; :, j) de la fonction : 

Ex AUX) = PCR 

Les variations de la fonction f sont résumées dans le tableau suivant : 

NedEree 2: 



SUITES NUMÉRIQUES 

De plus, on a: 

V0 x HU 
y=NV2+x 6e So 

y2=0 V0, 

la courbe (6) est donc portée par la parabole d’équation x = y?—2, para- 

bole qui admet l’axe des x pour axe de symétrie. 

LI 

Construisons alors les points M,_, de coordonnées (u, _,,u, = f(u,_;)), 

c’est-à-dire les points de (@) d’abscisse u,_,. Le point M, est le point de 

(6) d’abscisse u, = \2,etile point M, est le point de (@) d’abscisse 

u, = f(u,) donc, pour obtenir M, on trace la parallèle à (x’x) issue de M,, 

elle coupe la première bissectrice en P,(w,,u,) et M, est le point d’inter- 

section de (6) avec la parallèle à (y”y) issue de P.. De même, pour obtenir 

M, on trace la parallèle à (x’x) issue de M,, elle coupe la première bissec- 

trice en P,(u;,u;) et M, est le point d’intersection de (€) avec la parallèle à 

(y”y) issue de P,, et ainsi de suite. Les points M,_, tendent à se rapprocher 

du point d’intersection I de (@) avec la première bissectrice : or les coordon- 

nées (x ; y) de ce point sont les solutions du système. 

D 

J= V2 Ex 
système équivalent à : 

VIe Ve 

MAP Mouencvre ddr x 20 

YZ0 V0 



Le point I limite des points M,_,(u,_,,u,) a donc pour coordonnées 

== 2/etona; 

lim u,=2. 
LE dan : ; Û ; 

Remarque : I semble, en regardant ce dessin, que la suite (u,) soit stricte- 

ment croissante, ce qui pourrait effectivement se démontrer. 

® 1. En calculant u, pourn=1,2,...,17 à l’aide d’un tableur, on obtient : 

1,618 04]1,618 03311,618 034 511,618 033 8]1,618 034 1 

2. La suite (u,) est définie dans N et à termes strictement positifs. Ce résul- 

tat se démontre immédiatement par récurrence. 

: ous | 1 L 
3. Construction de la courbe (@) d’équation y = 1 + - et des points 

% 
My Cu, - 1 U ne 1 

Les variations de la fonction f(x) = 1 Le — sont résumées dans le tableau 

suivant : 

Ent 
L 

L 5 & 
Construisons alors, dans un plan rapporté au repère orthonormal (O; à, jh) 

la courbe (€) d’équation y = 1 + - cette courbe est une hyperbole d’asymp- 

268 totes les droites x = 0 et y = 1 et de centre de symétrie le point (0 ; 1). 
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Les points M,_,(u,_,,u,= f(u,_;,)) sont alors les points de (€) d’abs- 
cisse u,_,. Le point M, est donc le point de (€) d’abscisse u, = 1, et le 

point M,(u, = f(uo), u,) s'obtient en traçant la parallèle à (x’x) issue de 

M, ; elle coupe la première bissectrice en P,(#,,u,) et M, est le point 

d’intersection de (6) avec la parallèle à (y”y) issue de P,, et ainsi de suite. 

En regardant ce dessin, 1l semble que les points M,_, tendent à se rappro- 

cher du point d’intersection I de (@) avec la partie de la première bissectrice 

située dans le premier quadrant. Les coordonnées (x ; y) de ce point sont les 

solutions du système : 

x 0 x = 0 

Ve système équivalent à 4 y = x 

pdt LE 0: 

; on peut alors penser à la vue de ce dessin que les 

ES 

2 

1 + 
on a donc x = y = 5 

suites (4,,) et (4:,,,) Sont des suites adjacentes de limites 

ce que nous allons montrer dans la question suivante. 

À. Étude de la suite (u,) 

Considérons les suites (v,) = (,,) et (w,) = (u;,,,), nous allons montrer 

; c’est 

: : Le Le 1 +45 
que (v,) est une suite strictement positive, maJoreée par Æ et croissante, Œi 

de 2 NENSE ETES 
que (w,) est une suite strictement positive, minorée par et décroissante. 

© 

2 
Lis 

Z 
< 
* 
Les 

1 
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Les suites (v,) et (w,) sont strictement positives puisqu'elles sont extraites 

de la suite (u,) qui est strictement positive. Par ailleurs, on a : 

20 2 

Œ Hate # 

Un _2 

U, = ——— = _ ——————— ? 

f U,_21+1 PRES | 

les suites (v,) et (w,) sont donc respectivement définies par : 

» en effet : La suite (v,) est bien majorée par L Me 

15 à 
9) , 

* supposons que l’on ait pour un entier p— 1, (p-1=0), 

nn 

2 

*onav,=1 donc y, < 

v * On à alors successivement 0 < 1+v,_, < 1+ p-1 

il SANTE cr dt 1 20 ML Li Rs 

LEHyEE* RARE LHv Es TE, 

2) 
1 + 

2) 

2 
soit v,< 2— » OU encore V,< 

3445 4 

+ 5 

donc : ve D 
l 

NE 

2 

La suite (v,) est donc majorée par = 

On démontrerait de même par récurrence, que la suite (w P») est minorée par 

LAS 
2 

- Enfin on a: 
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© 

et, par conséquent, 2 
(Pr 
Z 
< 
x 
Li 
23 

+ V5 : à ; x _— 1 
Finalement, la suite (v ») estune suite croissante, majorée par ——: donc 

2) 
es 

convergente et sa limite / vérifie ! < are et la suite (w,) est une suite 

nt nr LES Te . 
décroissante, minorée par ——: donc convergente et sa limite /” vérifie 

> 145, 
2 

Par ailleurs, on a: u, = 1 + L donc w,=1++ et Et RES et 
n—1 1 Vh W 

la fonction f définie par f(x) = 1 + £ est continue sur R *; on a donc : 

2 

17) 

I cp eg Bt 
7 

soit [l’+1+1=/"+1, donc 

br No 

2 

On a donc bien lim v,= lim w, et, par conséquent, les suites (u,,) et 
p — + p — + 

+15 

À 

1=l" et [2-1-1=0, ouencore {= [= 

(U3, +1) Sont des suites adjacentes de limite * etona: 

1 + /5 

2 
donc que les suites (u,,) et (u,,,,) convergent assez vite vers leur limite 
commune. 

® 1. On: 

br-a=(b-a)(b"=l+ab"-2+... +atbpr-p-1+4...+g0-2b+ar-1), 

donc a et b étant strictement positifs, (b"— a") est du signe de (b—a), et 

on a : b" > a" si, et seulement si, b>a (be R}, ae R',ne N'-{1}). 

Remarque : On a = 1,61803399, les calculs du Ï. nous montrent 



2. Relation (1): (1+a)">1+na, aeR', neN°-{1}. Nous 
allons démontrer cette relation par récurrence : elle est vraie pour n =2, en 
effet, on a : 

(1+a)?=1+2a+a? donc (1+a)?>1+2a. 

Supposons que la relation (1) soit vraie pour l’entier naturel n (n = 2) et 

démontrons-la pour (n + 1) ;ona: 

(1+a)'+!=(1+a)"(1+a) 

donc, compte tenu de l'hypothèse, 

(1+a)!+1> (1 +na)(1l+a), 

(puisque 1 + a > 0), soit: 

(1+a)'+t1>1+(n+1)a+na? 

donc (1+a)}"t1> 1+(n+1)a. 

La relation (1) est bien vérifiée pour tout a € R* etne N°-{1}. 

3. a. On obtient, à l’aide d’un tableur ou d’une calculatrice : 

1,041 6 | 1,039 3 | 1,037 2 | 1,035 3 

b. D’après le 1., deux nombres strictement positifs sont rangés dans le même 

ordre que leurs puissances n°" (ne N°-{1}), par conséquent, 4/2 et 1 

sont rangés dans le même ordre que (4/2)" et 1”, c’est-à-dire, dans le même |. 

ordre que 2 et 1, on a donc bien : 

AA 

Donc, la suite (u,) est minorée par 1. 

Ona: (00e (Gent (CHANT) = 27 
(a a il) = C2) ps on+1 
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orona 2" < 27+1 soit : 

(HART Æ (un) donc A3 

donc la suite (,,) est strictement décroissante. 

L'EXAMEN c. La suite (u,) est convergente et lim (u,)=1. La suite (u,) étant 
n — + 

décroissante et minorée est convergente. Nous voulons de plus montrer que 

lim u,=1, c’est-à-dire que lim nf2 =1. 
n — +0 n — +o 

Puisque n/2 > 1, on peut écrire n/2 — | #Ma-avec a > 0. 

Alors, en utilisant la relation (1), on obtient (1+a)">1+na avec 

(1+a)'=2 et 1+na=1+n(#2-1) donc 2>1+n(%2-1) donc 

1>n(%2-1) donc 0 <4/2-1 <=. 

Par encadrement, on déduit lim (4/2—1)=0 soit lim 4/2=1. 
TEE CS LR Ce) 

Remarque : Les calculs faits au 3. a. nous montrent que la suite (4,,) ne con- 

verge pas rapidement vers sa limite. 

® 1. a. Nous avons : A, = 0,8a, soit A, = 800 et J, = 2a, soit J, = 2 000. 

a; =0,5A, +0,47, soit a; = 400 + 800 donc a, = 1 200 et A, = 0,8a, 

soit À, = 960 et J, = 2a, soit J, = 2 400. 

De même, a; = 0,54, +0,47, soit a; = 480 + 960 donc a, = 1 440 puis 

A3=1152 et J;,=72 880. 

b. Nous avons : pour tout entier n non nul, a,,,=0,54,+0,4J, avec 

A,=0,8a, et J,=2a,. Nous en déduisons a, ,,=0,5 X0,8a, +0,4X 24, 

soit 4,,1=1,24,. 

Pour tout entier n non nul, J,,,=2a,,, soit J,,,=1,2X2a, donc 

Jr 2 met A = 12 X0;8a soit ARE 2498 

Les suites a, À et J sont des suites géométriques de raison 1,2. 

c. Au bout de la onzième saison de reproduction, 1l s’est déroulé 10 années. 

Nous avons : a,,= 4, X(1,2)!0 soit a,,=1 000 x (1,2) !0 donc a,, =6 191. 

Ans A px. 2) Soitp At = 800.xX1(4142)40 

donc À,,= 4 953 
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Ji =J X (12) soit J,7=2000x (122329 

donc J,,= 12 383. 

Les résultats sont arrondis à l’entier inférieur. 

d. La somme À, + J, représente la population totale l’année n. 

e. Pour tout entier n non nul, ÀA,,,+J,,,= 1,24, + 1,2J, 

soit A,,1+J,,,=1,2(4,+1J,) donc la suite À + J est une suite géomé- 

trique de raison 1,2. 

2. a. La suite a étant une suite géométrique de raison 1,2 ( > 1) et de pre- 

mier terme positif, elle est strictement croissante. 

D'UI2) 10,7 td 21205 ec ur = (LA) GO) NE 

donc a,, > 10a,. Cela signifie que la population d’adultes au bout de 

14 années est supérieure à dix fois la population initiale d’adultes. 

Pour tout entier naturel n, a,,,:=(1,2)xXa; or. (12) 10. donc 

a,+13 > 10a,. En les années n et (n + 13), la population d’adultes a 

plus qu’été multipliée par dix. 

c. Nous avons : pour que a, > 1 000a,, il suffit que (1,2)"a, > 1 0004, 

soit que (1,2) > 1 000. À l’aide d’une calculatrice ou d’un tableur nous 

obtenons (1,2)*7+850,56225 et (1,2)%8 = 1020,6747 donc après 

38 années, nous aurons a, > 1 000a,. 

d. La suite a tend vers l’infini lorsque 7 augmente indéfiniment. 

L'épreuve 
® Soitf: [0 ,+o[ —R. 

MP )=4xiert: 

1. v, représente l’aire du domaine délimité par l’axe des abscisses, la courbe 

(D) et les droites d’équations respectives x = 1 et x = 2, en unités d’aire. 

a. u, est le plus proche de 2. 

us représente l’aire du domaine délimité par l’axe des abscisses, la courbe (T) 

et les droites d’équations respectives x = 5 et x = 6. 

Nous avons : 0 < u, < 1. 

b. La suite n’est pas croissante, car u, est proche de 2 et u est inférieur à 1. 

Or si (u,) était croissante, nous devrions avoir us = u,. 
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2. a. fest positive sur l'intervalle [0 , +c[, car, pour tout x = 0, 4x2? > 0 
des (. 

Pour tout x = 0, f(x) = 

b. Pour tout x = 0 : f” cs = 8xe * + 4x2(-e*) 

JT '(Dedierradie” 

: T')=x 2x). 

Pour tout x = 2, 4xe-* > O0 et2-x < 0, donc f’(x) =& 0. 

f est décroissante sur l’intervalle [2 , +1. 

L'EXAMEN Q@ 

11 
3. a.u,,=| 4x?e-*dx par construction de la suite (u,,). 

10 
b. Nous savons que f est décroissante sur l’intervalle [2 ; +{[ donc : 

pour 10 < x < 11, nous avons f(11) < f(x) < f(10). 

c. D’après les propriétés de l’intégration (ordre et intégration) nous avons : 

11 11 11 

fübax= | fox = | f(10)dx 
10 10 10 

11 11 11 

FD) de) nat dre: Rool dx [xl ul 
10 10 10 

11 11 11 
Done AL “ie et | Idx=1. 

10 10 

D'où f(11) < | fox = f{0). 

Soit f(11) < u39 < (10). 
Or  f(11)=484e-l! et f(10) = 400e-10 
f(1) =0,0081 à 10-* près, f(10) = 0,0182 à 10 -* près. 

Une approximation décimale à 10 2 près de 4, est 9,01. 

®1.0./(;)- Ê 
n? APTE 

_U-d(1+x) 
(1+x+x2)? 



b. h est croissante sur [0 ; 1]. 

3. a. 0 < Fe : < 1. Orhest croissante sur [0 ; 1] donc : 

LS mi d’après 1. b. 
1 ; <= = < 0 <A(v,) x ) soit 0 < y au 
p ‘4 

b. Démonstration par récurrence : 

Pourn=1, v,=1et0<1<I. 

Supposons la propriété vraie jusqu’à l’ordre p et démontrons-la à l’ordre 
D >: 1 

p + 1. D’après 3. a., nous savons que 0 < v p <= donc: 
P 

1 
< y Æ =: 

Past Did 

Il s’ensuit que, pour tout ne N°, 0 

4. lim v,=0 car, pourtout ne N°, 0 
n — +co 
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Géométrie dans l’espace 

Produit scalaire dans l’espace 

# L'espace étant muni d’une base orthonormale, 
LA 

2e x 
51 ,| > > 

u -V 
DA 

pour tous vecteurs u| y | et v| y’ |, = xx" +yy" + 2Z’. 
, 

% Z 

Deux vecteurs sont orthogonaux si, et seulement si, leur produit scalaire est nul. 
z E > SV . 
Etant donné un plan P, tout vecteur # non nul tel que u : MN =0, où Met N 

sont deux points de P, est appelé vecteur normal à P. 

; > , x 
# Soit O un point de l’espace E et un vecteur non nul, l’ensemble des points 

— s 

M de l’espace tels que OM : = 0 est un plan P. 
. ; ; 5 

e Etant donné un plan P, il existe au moins un vecteur #, non nul, tel que P 

: : : EN 
soit l’ensemble des points M de l’espace tels que OM : u = 0. 

e Deux plans sont parallèles si, et seulement si, leurs vecteurs normaux respec- 

tifs sont colinéaires. 

e Deux plans.sont perpendiculaires si, et seulement si, leurs vecteurs normaux 

respectifs sont orthogonaux. 

a 
NEA 

m Soit u| b | un vecteur non nul. 

C 

Les plans admettant u pour vecteur normal sont les plans d’équation carté- 

sienne ax + by + cz + d =0 où d'est un réel quelconque. 

LE COURS N 
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La distance du point I(x,, yo, Zo) au plan P d’équation cartésienne 

[ax + bYo + CZo + d| 

Na? + b? + c2 
ax+by+cz+d=0 est 

Caractérisation d’un plan 
dans l’espace 

> 

- Soit À un point de l’espace et X un vecteur. 
> — 

Alors l’ensemble des points M qui vérifient k : AM = 0 est exactement le plan 
> 

P passant par À et de vecteur normal k . 

7 V 
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Comment déterminer un vecteur normal à un plan (P) ? 

B En utilisant une équation cartésienne du plan de la forme ux + vy +wz+h=0 : 
LE COURS N 

U 
> 

alors n| v | est un vecteur normal à ce plan. 
w L 

€} Comment montrer que quatre points À, B, C, D 
distincts deux à deux sont coplanaires ? 

M En montrant que (AC) et (BD), par exemple, sont sécantes ou parallèles. 
> - > 

B En montrant qu’il existe deux réels x et y tels que AB = x AC + yAD. 

(279 
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PIÈGES À EÉVITER 

O Questions, affirmations... 

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ? 
Justifier la réponse avec précision. 

> > > 
D 1. Dans l’espace rapporté au repère orthonormal direct (O; à, j, k), on con- 

1 Il 
> > > > 

sidère les vecteurs w|—1 |, v|-—1 | et & une mesure de l’angle (uw, v). 

? 4 

Alors: a. cos = SP ; bAéésu se 2 
243 

> 2 : 
c. le plan (O; vw, admet pour équation x + y = 0; 

> 

U 

v) 
d. le plan (O; v) admet pour équation x + y +z= 

> > 3 
D 2. Dans l’espace rapporté au repère orthonormal direct (O; i,j,k), on 

donne les Pa PLUMES D AROUEZ DER TEMPS R)APAlOESE 

a. PQ et PR sont orthogonaux ; 
— 

l’ensemble des points M tels que PM : PQ = 3 est un plan dont PQ est 

un vecteur normal. 
> > > 
lots) on 

donne les points de coordonnées respectives A(2; 0; 0), B(0;4:; 0) et 

C(0; 0; 3) et, pour tout réel @, le système S(oœ) de points pondérés : 

1(a =) ; (8. —+) (c. SLA 

a. une équation du plan (ABC) est x + 5 + 2e —2=0; 

B- 3. Dans l’espace rapporté au repère orthonormal direct (O; 

b. le centre de gravité du triangle ABC est le barycentre d’un système S(@) ; 

c. pour tout réel or, le système S(œ) admet un barycentre ; 

d. l’ensemble des barycentres des systèmes S(c), lorsque & décrit R, est 

; : > PR 
une droite dont un vecteur directeur est u =—21 —8 j +9K. 

@ Réponses 

1. a. Vrai b. Faux ; C4, Viet d. Faux. 

de Q. Faux : b. Vrai. 

5. a. Vrai ; b. Faux ; c. Vrai ; d. Vrai. 
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Se préparer à l'examen SUJETS 

r 4 

2 
Lis 

Z 
<. 
x 
Li 
à 

À Exercices d'application 

> > > 
® Soit (O:i,j,k)un repère orthonormal de l’espace E. Calculer : 

> 7 _ > + > 
a (31-47 +7K) : bals Figusr 

e. |-531+ [51 +Î-6x 
-] 

 — 5 
Ë dise AD er 

> > > 
[2 Soit Ÿ l’ensemble des vecteurs de l’espace muni de la base (1, j,k). 

ne > > > = > > > > > > 
SO V==3i +2 FK/OWE=4TS 37 FR EE Z = 21737. 
a > = > — > > > — > > : 

Soit V'’=-Si+aj+bk, W'=ai+2j+bk et Z’=4i+aj+bk. 

Déterminer a et b tels que : 

A ON 5  — bars > 
a. V et V’ colinéaires ; b. W et W” colinéaires: c. Z et Z’ colinéaires. 

> > > 
[3 Soit (O; i, j, k) un repère orthonormal de l’espace E. 

Soit A(2:0;-2), B(42:;2; 4/2) et C(-/2;-2; - 2). 
Montrer que ABC est un triangle rectangle isocèle en A. 

> > > 
@ L'espace étant rapporté au repère orthonormal (O; à, j,k). 

Déterminer, dans chacun des cas suivants, une équation cartésienne du plan P 
7 

passant par À et de vecteur normal n. 

1 1 
a. A(1:-2:1)etn|1 |: b. A(0:1:1)etnlol: 

à 0 
7 

> 

CACEES 0) Et] 0N 

2 

6 L'espace est rapporté au repère orthonormal (O; à ge É). 

Soit à déterminer dans l’espace une équation cartésienne du plan P passant par 

ls toisponts A(e42,:0) MB 10 het. CE 22% 1); 

1. Vérifier que ces trois points ne sont pas alignés. (281 
LS — 



a 
à ; , ae 

2. Soit n| b | un vecteur. Quelles relations doivent vérifier a, b et c pour que 

ë 
Eire 

lon'ait nn TAB'=n AC =0%(") 
1 

Montrer que le vecteur de coordonnées | —1 | est un vecteur vérifiant (*). 

À 
En déduire que ce vecteur est un vecteur normal à P. 

3. Écrire alors une équation cartésienne de P. 

O L'espace est rapporté au repère orthonormal (O; o Le à. 
Soient les points A, B, C de coordonnées respectives (2 ; —1 ; -1), 

(LE AU } et (Se 2E 0 

1. Montrer que le triangle AOB est rectangle en O. 

2. Calculer la distance AB. dite 
3. Déterminer une mesure de l’angle géométrique ABC. 

Exercices de synthèse 

Ho) Soit À, B, C trois points non alignés de l’espace E. 

1. Soit M un point de E. 
ss — — — 

Préciser uy = MA + 2MB - 3MC. 

2. Trouver l’ensemble des points M de E tels que : 
—> — : - > —> 
OM : MA +20M - MB -30M :-MC=0, 
O étant un point donné. 

> > > 
@ L'espace E est rapporté au repère (O; i, j,k). 

Soit A(1 ;-2; —-4) et A’(2 ; —5 ; 5) deux points dE. 
_ > > _ 

Posons: V=2i+(m+3)j+(9-m})k 
= ME > - 
V'=i+(m+l))+4mk. 

Soit (D) et (D”) les droites définies par (A, V) et (A, V”. 
Indiquer pour quelles valeurs du paramètre m : 

a. (D) et (D’) sont parallèles ; 

b. (D) et (D’) sont sécantes : 

c. (D) et (D”) ne sont pas coplanaires. 
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® Dans l’espace E rapporté au repère (O; # de F ), on donne les points : 

A(6 ;-6;,6), B(-6;0;6), C(-2;-2;11). 

Soit (S) la sphère de centre B passant par A. 

1. Déterminer une équation du plan (Q) tangent à (S) en A. 

2. Déterminer les coordonnées du point D, projection orthogonale de C sur (Q). 

3. Déterminer les coordonnées du point d’intersection des droites (AD) 

et (BC). 

Fo. 

=. 
< 
* 
Lu 
2 

L'épreuve 
> > > 

© L'espace est muni d’un repère (O ; à, j, k) orthonormal. 

Représenter ce repère sur votre copie en prenant pour unité sur chaque axe 2cm. 

1. On donne le plan (P) d’équation 2x + 2y +3z=6. 

a. Déterminer les coordonnées des points A, B, C intersections du plan (P) 
> > > 

avec les axes du repère (O ; i, j, k). 

b. Tracer les droites d’intersection du plan (P) avec les plans de coordonnées 
3 > > 

durepère (OR) : 

2. On considère le plan (Q) d’équation x + 2y = 2. 

a. Déterminer les coordonnées des points d’intersections du plan (Q) avec 
> > > 

les axes du repère (O ; i, j, k), quand ceux-ci existent. 

b. Tracer les droites d’intersection du plan (Q) avec les plans de coordon- 
> > > 

nées durepère (O7): 

c. Tracer l’intersection des deux plans (P) et (Q). 

3. On donne les points D(1 ; 0 ;,0), E(0 ; —-4 ; 0) et F(0 ; 0 ; 4). 

a. Déterminer une équation du plan (R) qui contient les points D, E,F 

b. Calculer les coordonnées du point G, intersection des trois plans (P), (Q) 

et (R). 283 



> > > 
@® L'espace est rapporté à un repère orthonormal (A ; à, j, k). 

— > — > — => 
ABCDEFGH est un pavé défini par AB =2i, AD=6)j et AE=4K. IL Jet 

K sont les milieux respectifs de [EF], [FB] et [AD]. 

1. Placer les points I, J et K sur la figure donnée ci-après. Donner les coordon- 

nées des points B, D et E. Puis vérifier par le calcul que I, J et K ont pour coor- 

données réspectivest(l 2105%4) (2706 2)et(0- 3810) 

2. Soit (P,) le plan d’équation y = 0 et (P,) le plan d’équation 2x + z = 6. 

a. Donner un vecteur mn normal au plan (P;,) et un vecteur mn normal au 

plan (P;). 

b. En déduire que les plans (P,) et (P,) sont sécants. 

c. Soit (A) l'intersection des deux plans (P,) et (P,;). 

Montrer que (A) est la droite (IJ). 

3. Soit # (2 :2:1). 
us 2 —? 

a. Montrer que n est un vecteur orthogonal aux vecteurs IJ et IK. 

b. En déduire que ñ_est un vecteur normal au plan (UK). 

c. Montrer alors que le plan (]JK) a pour équation 2x + 2y +z=6. 

4. On considère le plan (P) d’équation 5x + y =5. 
a. Déterminer les coordonnées des points R et T, intersections du plan (P) 

avec les axes (Ax) et (Ay) respectivement. 

b. Vérifier que le point I appartient au plan (P). 

c. Sur la figure, placer les points R et T, puis dessiner la trace du plan (P) sur 
le plan (xA y). 

284 
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> > 5 
® L'espace est muni d’un repère orthonormal (O ; à, j, k). 

Les six points suivants sont définis par leurs coordonnées : 

A(;-1;3); B(;1;3); C(;1;,-3); A (19 ; —1 ; 3); B'(19 ;1;3); 
CUOEUSES )| 

Aucune figure n'est exigible. 

7 . 

Lu 
2 
Ce 

+ 

1. a. Mentrer que les trois points A, B et C ne sont pas alignés. 
2 Es 

b. Établir que le vecteur AA’ est normal au plan (ABC). 
c. Écrire une équation cartésienne du plan (ABC). 

d. Les quatre points À, B, B’ et C sont-ils coplanaires ? 

2. a. Prouver que le triangle ABC est rectangle. 
b. Calculer les coordonnées du point D tel que le quadrilatère ABCD soit 

un rectangle. 

3. a. Démontrer que les trois points A’, B’ et C” ne sont pas alignés. 

b. Les plans (ABC) et (A’ B’C’) sont-ils sécants ou parallèles ? Justifier votre 

réponse. 

4. a. Calculer les longueurs des segments [AB], [BC] et [AA’] notées 

respectivement /,, L, et l. 

b. Les nombres /,, /, et /, sont-ils les trois premiers termes d’une suite 

arithmétique ? Si oui, donner la raison. 

c. Les nombres /,, l, et /, sont-ils les trois premiers termes d’une suite 

géométrique ? Si oui, donner la raison. 

> > > 
É) L'espace est muni d’un repère orthonormal (O ; à, j, k) représenté sur le 

document ci-dessous. Le plan (R) est représenté par ses traces sur les plans de 

coordonnées ; il a pour équation x + z = 2. 
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1. On donne les points À, B, C définis par leurs coordonnées respectives : 

A(0:0:0) BU-3 0)étC(0707 07 

a. Placer les points À, B, C dans le repère (O ; 

ABC. 
> 

b. Calculer les coordonnées des vecteurs AB et AC. 

> > > 
i, j, k) et tracer le triangle 

c. Soit n le vecteur de coordonnées (1 ; 2 ; 1). 

Montrer que le vecteur ñn est normal au plan (P) passant par A, B et C. 

d. Vérifier que le plan (P) a pour équation x + 2y + z = 6. 

2. On a placé dans le repère les points G, E et F à coordonnées entières. 
> > > 

Le point G est situé sur l’axe (O ; j), le point E est dans le plan (O ; i, j) et 
> > 

le point F dans le plan (O ; j, k). 
> > 

Le plan (Q) passant par les points G, E et F est parallèle au plan (O ; à, k). 

a. Donner l’équation du plan (Q). 

b. Donner les coordonnées des points G,EetF 

c. Parmi les points E, F et G, quels sont ceux situés dans le plan (P) ? 

d. Quelle est la nature de l’ensemble des points M dont les coordonnées 

(x ; y ; 2) vérifient le système : 

y=2 
x+2y+z=6. 

e. Représenter cet ensemble sur la figure page précédente. 

3. On considère le système S de 3 équations à 3 inconnues x, y, z : 

X+z=2 

y=2 
x+2y+27=6. 

Quel est l’ensemble des points du plan (R) dont les coordonnées sont les 

solutions du système S ? 

Ÿ > > 
® L'espace est rapporté au repère orthonormal (O ; i,j,k). 

> —> > — —> > 
ABCDOFGH est un pavé défini par OH =3i, OF=4j et OA =3%. 

286 Soit L le milieu de [CG]. 
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2 1 

Lu 
> 
< 
X 
2} 

1. On considère l’ensemble (IT) des points dont les coordonnées x, y et z 

vérifient : 4x—3y+8z-12=0. 

a. Parmi les points À, B, O, G, H, L, lesquels appartiennent à (II) ? 

b. Justifier que l’ensemble (IT) est le plan (BLH). 

2. a. Donner les coordonnées d’un vecteur normal ñn au plan (BLH). 

b. Soit (A) la droite passant par À et de vecteur directeur ñ. 
—> — 
AM -BH=0 

Montrer que (A) est l’ensemble des points M tels que 4 et 

—> — 
AM -BL=0. 

En déduire un système d’équations caractérisant la droite (A). 

4 x 48 36 171 ; D 
c. Montrer que le point de coordonnées | — 80 * 80 Dr TI appartient à (A) et 

à (11). 
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CORRIGÉS 

Exercices d'application 

Ou: au) let 44e) 
Ca STE 1640 

SO TN AT TA VE TA) 

b.|-5i+}-66|=./25+1+36, soit aan ae 

ce. |-531+151+l-6l=sl5t+151+elél. 
HEMETIES 
Donc: |-5?|+|}|+|-6K|=12. 
d.(Gi-47)-7k=21i-K-28) À. on 
Ob = ONE E = OM donc MOT ADO ES 0: 

6 a. Puisque V FA 0, es vecteurs V et v' sont colinéaires s’il existe un réel 
> 

k” telque V’=Kk"V, ce qui se traduit par : 

D nr 
3 sn 
Geo soit = 10 fl 
b=K 5 à 

L 10 2 seb EP ONSE 
Pour a = à ethb==, V et V’ sont colinéaires avec V’ = 3. 

hYE rie UE RANCE 
b. Puisque WZÆ0, les vecteurs W et W” sont colinéaires s’il existe un 

En, : F 

réel k” tel que W”=K’ W, ce qui se traduit par : 

ot 

a= dE 34 

DST 0MRSOI ee 3 
b=k 2 

De 

8 ZM 20 Es Es Ni 
Pour a De et b = 3 W et W” sont colinéaires avec W’ = 3W. 
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c. Puisque Z £ ô , les vecteurs z et Z sont colinéaires s’il existe un réel 

k' tel que Z = 6 Z , ce qui se traduit par : 

4=-2k -2=k 

a= 3K 00 Soi a = 6 

D=0 b=0. 

7 

2 
mm 
Z 
< 
x 
M 
+ 

. — _ > 
Pour a = -6 etbh=0, Z et Z” sont colinéaires avec Z’ = -2Z. 

XE AOL OO) Pr 0 rare 2e2)e2;] 
+(-V2+2 

. AC =()2-2)(2 /222)-4+ (02 +2)2-45) 
MO ENe A 2) 0 
— — — 

- AC=0, donc AB LAC. 

[ABl= (2-2) +4+(/25+2), soit |AB|-4. 
Faël= 2-2) +440- V2), soir JAG]=4. 
Le triangle ABC est un triangle rectangle et isocèle en A. 

@ a. Une équation cartésienne de P est donnée par x + y— 3z+4d=0, or le 

point A(1 ; -2 ; 1) appartient à P, donc 1-2—-3+4d=0, soit d=4. 

Une équation cartésienne de P est x + y —- 3z +4=0. 

b. Une équation cartésienne de P est donnée par x+d=0, or le point 

A(0 ; 1 ; 1) appartient à P, donc d =0. sr 

Une équation cartésienne de P est x = 0 (il s’agit du plan (O; j,k)). 

c. Une équation cartésienne de P est donnée par — x + 2z + d =0 ; or le 

point A(2 ; -3 ; 0) appartient à P, donc -2+0+4d=0, soit d =2. 

0 2 
A 2 . . 

És) 1. Nous avons AB | 2 | et AC|4 |, et ces vecteurs ne sont pas colinéaires, 

1 1 

donc les trois points À, B, C ne sont pas alignés. 



3 — 
=2b+c;n:-AC=2a+4b+c 

n - AC = 0 équivaut à : 
2b+c=0 nirer2D AC 

soit soit 
2a+4b+c=0 2a+4b-2b=0 a 

Il 

Le vecteur de coordonnées | -1 | vérifie bien les conditions trouvées précé- 

p. 
= En . . PRO 

demment. Il est donc orthogonal à AB et AC qui ne sont pas colinéaires, 

donc ce vecteur est orthogonal à P, c’est un vecteur normal à P. 

3. Une équation cartésienne de P est alors x—y+2z+4d=0 et À appar- 

üent à P, donc 1+2+0+4d=0, soit d =-3. 

Une équation cartésienne de Pestx-y+2z-3=0. 

> > : - ==; | 

@ 1. Calculons le produit scalaire OA-:OB. OA|-1|; OB|1}|, d’où 

| 1 
HS —# = = 
OA :OB=2-1-1=0. Ainsi les vecteurs OA et OB sont orthogonaux, 

autrement dit, le triangle AOB est rectangle en O. 

L = —+ ÿ. 
2. Déterminons les coordonnées du vecteur AB. AB| 2 

par suite AB = /1 +4 +4=3. 2 
— — 

3. Calculons le produit scalaire B A : BC de deux manières différentes. 

, 

À l’aide de l’expression analytique : 
1 2 

——— —> —> — 
BA|-2|etBCl4lbi, "soit BAL BC=2-24#25=2(%): 

—2 —] 

À l’aide du cosinus de la mesure de l’angle géométrique ABC : 
—> — =. 
BA -BC=BA x BCcos ABC, on obtient avec BA = 3 et BC = V6 ? 
—> — _— 
BA . BC =3 x 4/6 x cos ABC(**). 

À l’aide de (#) et (**), nous avons 3 V6 cos ABC =D ISOILNICOS ABC — _ 

290 d’où : une mesure de ABC est environ 74°. 
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N 

Exercices de synthèse 

— —>  — 
@ 1. Pour tout point M de E, u,, = MA + 2MB — 3MC 

ss — — — — — —  — 
ux, = MA + 2(MA + AB) - 3(MA + AC) = 2AB - 3AC _ L'EXAMEN 

nt 
un est un vecteur constant non nul car A, B, C ne sont pas alignés. 

,  — — —> — —> — 
2.ME E siet seulement si OM : MA + 20M : MB - 30M -MC=0 

| — — —>  — 
donc M € E siet seulement si OM : (MA + 2MB -3MC)=0 

: . 2 — 
donc Me E si et seulement si OM : u,,= 0. 

Nous reconnaissons la caractérisation vectorielle du plan (P) passant par O et 
En — —— 

admettant #,, = 2AB — 3AC pour vecteur normal. 

> 
@ o. (D) et (D’) sont parallèles si et seulement si V et V” sont colinéaires, 

SFA PIe Ge PR ER ni 
c’est-à-dire s’il existe un réel k tel que V”=KV puisque V et V” sont non 
nuls. D’où : 

CI k=; 
K(MMS)=MAINSSOILN EE 0 ED OUI 

k(9-m)=4m O0 _ m=8m 

: - — il 
Par suite : (D)//((D”) pour m = 1 et V’= 5V 

b. Pour m # 1, les droites (D) et (D’) ne sont pas parallèles. 

> — 
Elles sont sécantes si, et seulement si, V et V” ne sont pas colinéaires et 

LR , me EE Ne 
si AA’ s'écrit comme combinaison linéaire de V et V”. 

> 
Nous savons que, pour m £ 1, V et V” ne sont pas colinéaires. 

Recherchons une autre condition sur m pour qu’il existe deux réels « et f tels 
—> . + 

que AA’=aV+BV". 
: —— > — ; 

L'égalité vectorielle AA’ = aV + BV” se traduit par : 

1=20a+p 

—-3=(m+3)a+(m+1)B (1) 

9=(9-m)a+4mp 



1—-2a=$ 

(1) s’écrit aussi: 4—-4-m=a(m+3-2m—2) 

9-4m=a(9-m-8m) 

ou EncOrE : 

m doit vérifier : 

c’est-à-dire : 9(-4-m)=9-4m, soit m=—0. 
> 

V. i 
/ 

—— 
(D) et (D’) sont alors sécantes en A’, car A’E D et AA’ est coli- 

DA 

1 ne 
Pour m = —9, nous avons : a=;, B=Uiet AAL= 

néaire à V. 

c. Pour mzx1 et mz#-—9, (D) et (D’) ne sont ni parallèles ni sécantes, 

donc elles ne sont pas coplanaires. 

© 1. Le plan (Q) tangent à ae) sie A est, par définition, l’ensemble des points 

M(x ; y; z) vérifiant AM. AB = 0. 

—> — 
AM :AB=-12(x-6)+6(y+6). 

Une équation cartésienne de (Q) est: — 12x + 6y + 108 = 0 

—2x+y+18=0. 

2. Un vecteur directeur de (CD) est un vecteur ñn_ normal à (Q). 
—2 

Or le vecteur 7 1 | est un vecteur normal à (Q). (CD) est donc la droite 

0 

292 passant par C(-—2 ; -2 ; 11) et dont un vecteur directeur est n À 
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Une représentation paramétrique de (CD) est donnée par : 

x=-2-2X 

y=-2+À, ÀEeR 

AS 

De plus, le pied D de la perpendiculaire (CD) à (Q) est un point de (Q), donc 

ses coordonnées vérifient l’équation de (Q) et celle de (CD). 

D est donc le point de (L) tel que À vérifie : 

—2(-2-21)+(-2+X1)+18=0 

4+41-2+X1+18=0,soit À=-4 D'où D(6 ; -6 ; 11). 

3. La droite (AD) a pour représentation paramétrique, compte tenu de 

0 x=6 
— 

A(6 ,—-6 ;6) et AD|0 |: y=-6 kEeR. 

5 z=6+k 

La droite (BC) a pour représentation paramétrique, compte tenu de 

4 x=-6+4k 
— 

B(-6;,0;6)et BC|-2|: 4y=-2&k, Kk'eR. 

5 z=6+5k 

Soit K le point d’intersection, s’il existe, de (AD) et (BC). Ses coordonnées 

(x ; y ; z) vérifient les représentations paramétriques de (AD) et (BC), donc 

s’il existe, ket k” tels que : 

6=-6+4k Kt=8 

—6=-2k" d'OU ARS K(6 ; -6 ; 21). 

6+k=6+5k RES 

[SW L'épreuve 

Soit (P) le plan d’équation 2x + 2y + 3z = 6. 
> 

a. Le point d’intersection de (P) avec l’axe (O ; i) admet pour coordon- 

nées (x ;, 0 ;,0)et 2x +2 X 0 —3 X0 =6 équivaut à x =3. 
> 

Le point d’intersection A de (P ) avec (O ; i) admet pour coordonnées 

(3 ; 0 ; 0). 293 
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> 

Le point d’intersection B de (P) avec l’axe (O ; j) admet pour coordon- 

nées (0 ; y; 0)et 2 x 0 + 2y +3 x 0 = 6 équivaut à y =3. 
— 

Le point d’intersection B de (P) avec (O ; j) admet pour coordonnées 

(0 ;3 ; 0). 

Enfin, nous avons, dans le cas où x = 0 et y=0: 

2x + 2y + 3z = 3z et 3z=6 équivaut à z = 2. 
— 

Le point d’intersection C de (P) avec (O ; Æ) admet pour coordonnées 

(0 ; 0 ; 2). 

b. Des résultats précédents, on déduit que : 
ma 

, j) est la droite (AB) ; 
> 

— la droite d’intersection de (P) et du plan (0 ; 
> 

i 
— 

— la droite d’intersection de (P) et du plan (O : à, Æ) est la droite (AC) ; 
— 

j, k 
> 

— la droite d’intersection de (P) et du plan (O : j, k) est la droite (BC). 

Représentation graphique : 

2. Soit (Q) le plan d’équation x + 2y = 2. 

a. Notons (x ; 0 ; 0) les coordonnées du point d’intersection de (Q) et de 
> 

(O5 Dex 0 = équivaut à x =2: 

. . Q e> 

Le point d’intersection H du plan (Q) et de l’axe (O ; i) admet pour 
coordonnées (2 ; 0 ; 0). 

Soient (0 ; y ; 0) les coordonnées du point d’intersection de (Q) et de (O :  ) 
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Puisque 0 + 2y = 2 équivaut à y = 1, on en déduit que : 
— 

le point d’intersection I de (Q) et de (O ; j) admet pour coordonnées 

(0 ; 1 ; O). ; 

> : ré Se 
Un vecteur normal à (Q) est | 2 |, donc la droite (O ; k) est soit stricte- 

‘ 0 
ment parallèle à (Q) soit incluse dans (Q). Puisque O(0 ; 0 ; 0) n’appar- 

— 

tient pas à (Q), on en déduit que (Q) et (O ; k) ne sont pas sécants. 

b. La droite a de (Q) et du plan (0 ; ;. À est la droite (HT). 

Puisque (Q) “ (Qs k ) sont parallèles, la droite Son (A) de (Q)et 

du plan (0 ; :. &) est la droite parallèle à (O ; k) passant pa EL 

De même, la droite d’intersection de (Q) et du plan (O ; 7 k ) est la droite 

(A”) parallèle à (O ; È) passant par I. 

Représentation graphique : 

c. Les droites (A) et (AC) sont toutes deux incluses dans le plan (O ; os à 

et sécantes en un point J. 

J appartient à (P) puisque J e (AB) et J appartient à (Q) puisque J e (A). 

Par conséquent, J appartient à la droite d’intersection des plans (P) et (Q). 

Les droites (A”) et (BC) sont incluses dans le plan (O ; je L) et sont 

sécantes en un point K qui appartient à (P) et (Q), car Ke (BC) avec 

BOETPeR ED ae Te t(0) 

On en déduit que les plans (P) et (Q) sont sécants suivant la droite (JK). 
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3. Soient D, E et F les points de coordonnées respectives (1 ; 0 ; O), 

(0 ; -4 ; O0) et (0 ; 0 ; 4). 

a. Le plan (À) qui contient les points D, E, F admet une équation de la forme 

ax + by + cz = d où a, b, c et d sont quatre réels. 

De (R) donc ax1+bx0+cx0=d soit a=d. 

EE (R) donc ax0+bx(-4)+4X0=d soit -4b=d 

l 
b=- 34 

Enfin, Fe (R) donc ax0+bx0+4c=d soit 4c=d 

Il 
= 34 

1 
Une équation de (R) est : dx — 14 + 347 =) 

; 1 1 
(re = 7 = —y+z=d,. Soit X y+=z=1 où 4dx-y+z=4 

Une équation de (R) est 4x — y +z =4. 

b. Le point d’intersection G des plans (P), (Q) et (R) admet pour coordon- 

nées (x ; y ; z) solution du système : 

2x+2y+37=6 AVES 0 

EPA. qui équivaut à 4x +2y=2 

4x-y+z=4 — 10x+5y=-6 



GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE 

22) 14 
2X55+2X55+37=6 

2x+2y+3z=6 
_ 14 25y= 14 = 

25x = 22 2 

‘ 25 

LAIeR 
25258075) 

G admet pour coordonnées ( 

> > > 
@® 1. L'espace est muni du repère orthonormal (A ; à, j, k). 

A admet pour coordonnées (0 ; O ; O). 

, 

—— L 
Nous avons AB =2i donc B admet pour coordonnées (2 ; 0 ; O). 
— = 
AD = 6 j donc D admet pour coordonnées (0 ; 6 ; 0). 

— — 
Enfin, AE = 4k donc E admet pour coordonnées (0 ; 0 ; 4). 

= 
Puisque ABCDEFGH est un pavé, nous avons BF = AE. 

Les coordonnées de F(xE ; y ; ZF) SOnt : 

Yr—0=0 soit 4yk=0 

GE FF 0 = 4 ZF = 4 

F admet pour coordonnées (2 ; 0 ; 4). 

Le milieu I de [EF] admet pour coordonnées : 

0+2 0+0 4+4 (ER: S)- 50: 4. 
Et, J, milieu de [FB], a pour coordonnées (2 ; 0 ; 2). Enfin, K est le milieu 

de [AD] avec A et D de coordonnées respectives (0 ; 0 ; 9) et (0 ; 6 ; 0), donc 

K admet pour coordonnées (0 ; 3 ; 0). (Voir la figure ci-après). 

2. Soient (P.) et (P,) les plans d’équations respectives y = 0 et 2x +z=6. 

a. Rappelons tout d’abord que tout plan (P) admet une équation de la forme 

ax + by + cz = d où a, b, c et d sont quatre réels et que, dans ce cas, un vec- 

a 

teur ñn normal à (P) admet pour coordonnées | b |. 

© 297 
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0 
> s £ 

Un vecteur n, normal à (P,) admet pour coordonnées | 1 |. 

0 

2 
À N 2 

Un vecteur n, normal à (P;,) admet pour coordonnées | 0 |. 

1 

b. Les plans (P,) et (P,) sont sécants si, et seulement si, (P,) et (P,) ne sont 
PE + > 

pas strictement parallèles, autrement dit, si, et seulement si, n, et n, ne sont 

pas colinéaires. 

> A rte . > & . 2 
n, et n, sont colinéaires si, et seulement si, 1l existe un réel & tel que 

0=2a@ 
> D AO S 

,= An, ce qui équivaut à 4 1 =0 

0=4@ 

ce qui est impossible donc n, et nm ne sont pas colinéaires et les plans (P,) 

et (P,) sont sécants suivant une droite (A). 

c. Vénifions que Ie (P,)N(P;). 

I admet pour coordonnées (1 ; 0 ; 4) et une équation de (P,) est y =0, 

donc: Le(P;): 

2x1+4=6, doncle (P,)etle (A). 

De la même façon, l’ordonnée de J est égale à 0 donc Je (P.). 

2X2+2=6 doncie (P,) et, par suite, Je (A). 

Puisque I et J appartiennent à (A) on en déduit que (A) = (IJ). 

2 
. > + 

3. Soit n le vecteur de coordonnées | 2 |. 

1 

2-1 
— 

a. IJ admet pour coordonnées | 0 — 0 | = 

2 —4 —2 

2X1+2X0+1%X(-2)=0, donc, d’après la condition d’orthogonalité de 

deux vecteurs de l’espace, nous en déduisons que : 
Æ Ex4 

n est orthogonal à IJ. 
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0-1 1 
—> 

IK admet pour coordonnées | 3—-0|=| 3 |etl’ona: 

0-4 —2 

2X(—-1)+2X3+1X(-4)=0, donc, d’après la condition d’orthogona- 

lité de deux vecteurs de l’espace, nous en déduisons que : 

S —— 

n est orthogonal à IK. 

> — 
b. Les vecteurs IJ et IK sont non colinéaires (il n’existe pas de réel «à tel 

— — k D = 
que I = œIK jet n est orthogonal à IJ et IK qui sont deux vecteurs direc- 

teurs du plan (UK), donc n est un vecteur normal au plan (LJK). 

c. Puisque ñ est un vecteur normal au plan (UK), ce plan admet une équa- 

tion de la forme 2x +2y+z=$ où Be R. I appartient à ce plan, donc ses 

coordonnées vérifient l’équation 2x + 2y + z =. Par suite : 

2X1+2xX0+4=$ 

BEC 

et une équation cartésienne du plan (LJK) est 2x + 2y +7 = 6. 

4. Soit (P) le plan d’équation 5x + y = 5. 

a. Tout point de (Ax) admet pour coordonnées (x ; 0 ; 0) où x e R. 

Le point R, intersection de (Ax) et de (P), admet pour ordonnée 0, pour cote 

0, et son abscisse x est telle que : 

5x+0=5 

il 

R admet pour coordonnées (1 ; 0 ; 0). 

De la même façon, le point T, intersection de (A y) et de (P), admet pour abs- 

cisse 0, pour cote 0, et son ordonnée y est telle que : 

SOUS 

= 

T admet pour coordonnées (0 ; 5 ; 0). 

b. I admet pour coordonnées (1 ; 0 ; 4) et l’on a: 

SX IH0—S 

donc I appartient à (P). 

c. L’intersection de (P) et du plan (xAy) est la droite (RT) puisque 

{R}=(P)N(Ax) et {T}=(P)N(Ay). On en déduit la représentation 

graphique page suivante. 299 
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@ 1. a. Nous avons : AB|2| et AC| 2 |, il n'existe pas de réel k tel que 

0 —6 
=? r 4 ; 

AB = kAC donc les points A, B et C ne sont pas alignés. 

18 
—__—— : 

b. AA’| O | et la condition d’orthogonalité de deux vecteurs de l’espace 

0 
> > _— >; 

donne AA’ ! AB, AA” L AC avec A, B et C non alignés donc : 
— 

le vecteur AA” est normal au plan (ABC) car il est orthogonal à 2 vecteurs 
non colinéaires de ce plan. 

c. D’après le résultat précédent, nous avons : une équation cartésienne du 

plan (ABC) est 18x+4d=0. Or, A appartient au plan (ABC), nous en 

déduisons que 18 + d =0 soit d=-18. 

Une équation cartésienne du plan (ABC) est : x—-1=0. 

d. Le point B’(19 ; 1 ;3) n’est pas un point du plan (ABC) puisque ses 

coordonnées ne vérifient pas l’équation x — 1 = 0. Il s’ensuit que : 

les points A, B, B’ et C’ ne sont pas coplanaires. 

0 
— — — 

2. a. Nous avons BC| O0 | et AB est orthogonal à BC, donc : 

_———— 6 

300 le triangle ABC est rectangle en B. 
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b. Le point D(a ; b;c) tel que ABCD soit un rectangle doit vérifier 

AD = BC puisque ABC est déjà un triangle rectangle, ce qui se traduit par : 

a—-1=0 a= 

b+1=0 soit 4b=-1 

c—3=-6 Cd. 

Les coordonnées du point D tel que ABCD soit un rectangle sont : 

(3-13-3). 

7 
m 
2. 
< 
#. 
lt 

on 

—— L — ; : 
3. a. Nous avons : A’ B’|2 | et A’C’| 2 |, il n’existe pas de réel k tel que 

0 — 6 

A’B’=kA’C’ donc: 

les points A’, B’ et C’ ne sont pas alignés. 

18 
RE . . 

b. Le vecteur AA’| O | est orthogonal aux vecteurs non colinéaires 

0 

0 0 
5 _—— 
A’B’|2|et A’C’| 2 |, c’est donc un vecteur normal au plan (A’B’C'). 

0 —6 
Ce vecteur est aussi un vecteur normal au plan (ABC). Donc les plans (ABC) 

et (A’B’C”) sont parallèles ou confondus. 

Or B’e (ABC) d’après la question Î. a. donc : 

les plans (ABC) et (A’B’C”) sont parallèles. 

4. a. Nous avons : AB =2, BC =6 et AA’= 18 donc: 

L=2, L=6, L = 18. 

b. Nous avons : /, =/,+4 et l,=1,+12 donc: 

Lo Li, l, ne sont pas les trois premiers termes d’une suite arithmétique. 

c. Nous avons : /,l, = 1? donc: 
Los L3, L, Sont les trois premiers termes d’une suite géométrique de 

raison 3. 

©® 1. a. Voir figure à la fin du corrigé. 
26 6 

— — 
b. Nous avons : AB| 3 et ACI 0 

0 6 301 
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c. Nous avons : # : AB=-6+6=0 donc n est orthogonal à (AB) et 
—ù 

n * AC=-6+6=0; donc n est aussi orthogonal à (AC). 

Le vecteur 7 étant orthogonal à deux vecteurs non colinéaires du 

plan (P) est un vecteur normal à (P). 

Il 

d. Nous avons # | 2 , donc une équation cartésienne de (P) est donnée par : 

1 
x+2y+z+d=0. 

Or A(6 ; 0 ; 0) est un point de (P) donc:6+0+0+d=0 soit d=—-6. 

Une équation du plan (P) est x + 2y +7 = 6. 0 

i, & 1; 

> 

2. a. Le plan (Q) étant parallèle au plan (O ; i, k), le vecteur j | 1 | enest 

0 

un vecteur normal et une équation cartésienne de (Q) est donnée par 

y+m=0. Or, le point G(0;2;0) appartient à (Q) donc 2+m=0 soit 

m = —2. 

Une équation du plan (Q) est alors y = 2. 

b. Nous avons : G(0 ; 2 ; 0) ; E(2 ; 2 ; 0) et F(0 ; 2 ; 2). 

c. G n'appartient pas à (P) puisque ses coordonnées ne vérifient pas l’équa- 

tion de (P). 

E appartient à (P) puisque ses coordonnées vérifient l’équation de (P). 

F appartient à (P) puisque ses coordonnées vérifient l’équation de (P). 

Donc les points E et F sont des points de (P). 

appartient à l’inter- 
XD VER L=I6 

d. M de coordonnées (x ; y ; 2) vérifiant 

section des plans (Q) et (P) qui ne sont pas parallèles, donc cette intersection |. 
est une droite. 

L'ensemble des points M de coordonnées (x ; y ; z) vérifiant : 

y=2 à 
est une droite. 

x+2y+z=6 

e. Les points E et F appartiennent aux plans (P) et (Q) donc la droite 

d’intersection de (P) et (Q) est (EF). 



GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE 

Nr 2 

3. Soit le système S : 4 y =2 qui représente les coordonnées de 

x+2y+2z=6. 

l’ensemble des points 

appartenant à (R) et à 

(EF) (voir 2. e). 
Le point E appartient au 

plan (R) et ses coordon- 

nées vérifient le système S. 

Le point F appartient au 

plan (R) et ses coordon- 

nées vérifient le système S. 

La droite intersection de 

(R), (P) et (Q) est donc 

(EF). 

7 

PA 
Li 

Z 
< 
x 
a 
—| 

@ 1. a. Nous avons : 

A(0;0;3); F(0:4;0); HG;0;0);  GG;4:0); 

B{05 485) 6064 3) M DC: 0%5)net 13 :4:5) 

A n’appartient pas à (ID) car 0 — 0 + 24— 12 n’est pas nul. 

B appartient à (II) car 0—-12+24-12=0. 

O n’appartient pas à (IT) car 0 — 0 + 0 — 12 n’est pas nul. 

G n’appartient pas à (IT) car 12 — 12 +0 — 12 n’est pas nul. 

H appartient à (II) car 12—-0+0-—-12=0. 

L appartient à (II) car 12-12+12-12=0. 

En conclusion, seuls les points B, H et L appartiennent à (T1). 

b. Pour démontrer que (IT) est le plan (BLH), il suffit de montrer que ces 

trois points distincts ne sont pas alignés. 

; 3 
—| ( — Ë À —— — 

Or BL et BH| -4 |, et 1l n’existe pas de réel k tel que BH =KBL, 

—3 
303 



donc ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires et les points B, L et H ne sont 

pas alignés ; ils déterminent un unique plan qui est donc (T1). 

(IT) est le plan (BLH). 4 

2. a. Un vecteur normal au plan (BLH) est donné par n |-3 | carune équa- 

tion cartésienne de (BLH) est 4x — 3y + 87-12 =0. 8 

b. M appartient à (A) si, et seulement si, la droite (AM) est orthogonale au 

plan (BLH), c’est-à-dire orthogonale à ss at droites ut We (BLH), par 

exemple (BH) et (BL), c’est-à-dire si AM. BH = 0 et AM BH 0. 

AM :-BH=0 

—> — 
AM -BL=0. 

Le résultat précédent se traduit (en appelant (x ; y ; z) les coordonnées de M) : 

3x-4y-3(z-3)=0 3x -4y-3z=-9 

(A) est donc l’ensemble des points M tels que 

ou encore 3 9 
09 00: 

48 36.171 
89° 89° 89 

3 3x-5(z-3)=0 

c. Montrons que le point de coordonnées (- ) appartient à (A). 

Nous avons : 

48 36 171 144 144 513 801 
3 x(- mn) x(5)-3x (5) 89 89 89 89 
ro 

ANR LL) 0 ldrs is gers0i PROCESS SONT D MElÉES 
de 

2 

Montrons que le point de coordonnées (- a: me: D) appartient à (II). 

Nous avons : 

48 36 171 192 108 1368 1068 7 3 Ain 0e OS RNCS (-$)- x(5)+8x(5) Bayonne 
soit 0. 

Il s’ensuit que le point de coordonnées 
(A) et (I). 

ténain 
89 * 89° 89 

) appartient à 

Achevé d'imprimer en Italie par G. Canale & C. S.p.A. 
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